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ABSTRAK 

  
             Penelitian ini membahas mengenai bentuk umum perpangkatan dan trace dari matriks segitiga 

berbentuk khusus ukuran 3x3 berpangkat bilangan bulat. Bentuk umum perpangkatan matriks segitiga 

tersebut diperoleh dengan menentukan terlebih dahulu perpangkatan matriks dari pangkat dua sampai 

pangkat sepuluh, sehingga dapat diduga bentuk umum perpangkatan matriks segitiga tersebut dengan 

pangkat bilangan bulat positif. Begitu juga untuk pangkat negatif, dimulai dari pangkat negatif satu sampai 

pangkat negatif sepuluh. Hasil pendugaan dibuktikan dengan induksi matematika, dan aturan invers. Dengan 

pembuktian yang dilakukan maka diperoleh bentuk umum trace matriks segitiga berbentuk khusus ukuran 

3x3 berpangkat bilangan bulat. Diberikan juga contoh soal untuk kedua bentuk umum tersebut. 
 
Kata Kunci: induksi matematika, invers matriks, matriks segitiga, perpangkatan matriks, trace matriks. 

 
ABSTRACT 

 
This study discusses the general form of powers and trace of special triangular 3x3 matrix. The 

general form is obtained by determining the powers of special triangular 3x3 matrix from power of two until 
ten, and then it can be estimed the general form positive integer powers of special triangular 3x3 matrix. 
Likewise for negative powers, starting from negative power of one to negative powers of ten.The result of the 
estimation is proved by the mathematical induction and inverse rule. And then we get general form trace of 
integer power of special triangular 3x3 matrix. Problem example for the two general form are also given. 
 
Keywords: mathematical induction, inverse of matrix, triangular matrix, powers of matrix, trace matrix. 
 

Pendahuluan 

 
Matriks segitiga terbagi dua yaitu matriks 

segitiga atas dan matriks segitiga bawah. Menurut 

[1] matriks bujursangkar yang semua entri di bawah 

diagonal utama adalah nol disebut matriks segitiga 

atas dan matriks bujursangkar yang entri di atas 

diagonal utama adalah nol disebut matriks segitiga 

bawah. Sehingga bentuk umum matriks segitiga 

atas dan segitiga bawah dapat ditulis sebagai 

berikut. 

Bentuk umum matriks segitiga atas: 
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Bentuk umum matriks segitiga bawah:  
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Menyelesaikan kasus pada matriks dapat 

menggunakan operasi matriks, seperti perkalian 

matriks, penjumlahan matriks, trace matriks, dan  

perpangkatan matriks. Pada perkalian matriks AB 

ada  syarat yaitu jumlah kolom matriks A harus 

sama dengan jumlah baris matriks B. Penelitian ini 

menitikberatkan pada operasi trace matriks.  

Trace matriks adalah jumlah dari setiap 

elemen diagonal utama suatu matriks bujursangkar, 

yang dinotasikan dengan 𝑡𝑟(𝐴). Artinya untuk 

menentukan nilai dari trace suatu matriks tidaklah 

begitu sulit. Namun, bagaimana halnya dengan 

menentukan trace dari suatu matriks yang 

berpangkat?. Secara aturan matematika tentunya 

matriks harus dipangkatkan sebanyak yang 

diinginkan. Selanjutnya barulah diperoleh trace dari 
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matriks berpangkat tersebut. Jika perpangkatan 

yang diinginkan besar, maka menentukan 

perpangkatan matriksnya memerlukan waktu yang 

lama dalam pengerjaannya. Pada penelitian ini akan 

berikan rumus langsung untuk mendapatkan nilai 

trace pada matriks berpangkat dengan pangkat 

bilangan bulat positif. Sehingga sangat membantu 

bagi peneliti-peneliti lain yang menggunakan nilai 

trace dari matriks berpangkat. Tidak perlu lagi 

memangkatkan matriks, tetapi sudah dapat langsung 

menggunakan rumus yang ada.     

Menentukan trace matriks berpangkat 

telah banyak dilakukan oleh peneliti-peneliti 

sebelumnya. Tahun 1976 Data pada artikel [2] telah 

mendapatkan algoritma penghitungan trace matriks 

berpangkat 𝑇𝑟(𝐴𝑘), dengan 𝑘 adalah bilangan bulat 

dan 𝐴 adalah matriks Hassenberg dengan unit 

codiagonal. Selanjutnya tahun 1985 Chu pada 

artikel [3] membahas mengenai kalkulasi simbolik 

pada trace matriks tridiagonal yang berpangkat. 

Pembahasan trace juga terdapat pada beberapa 

aplikasi dalam teori matriks dan aljabar linier 

numeric. Pan pada artikel [4], tahun 1990 pada 

makalahnya dapat menentukan nilai eigen suatu 

matriks simetris, juga memberikan prosedur dasar 

dalam mengestimasi trace (𝐴𝑛)dan (𝐴−𝑛) dengan 𝑛 

adalah bilangan bulat. 

Menurut Zarelua pada artikel [5] tahun 

2008 pada teori bilangan dan kombinatorik, trace 

matriks berpangkat bilangan bulat berhubungan 

dengan kekongruenan Euler, yaitu: 

𝑇𝑟(𝐴𝑝𝑟) = 𝑇𝑟(𝐴𝑝𝑟−1) 𝑚𝑜𝑑 (𝑝𝑟) 
untuk semua matriks 𝐴 bilangan bulat, 𝑝 adalah 

bilangan prima dan 𝑟 adalah bilangan bulat. Artikel 

tersebut juga membahas mengenai invariant pada 

sistem dinamik yang digambarkan sebagai bentuk 

trace matriks berpangkat bilangan bulat. Contoh 

yang diberikan pada artikel tersebut adalah bilangan 

Lefschetz.  

Pada bidang analisis jaringan tepatnya 

pada triangle counting in a graph, menurut Avron 

tahun 2010 pada [6] ketika menganalisa suatu 

jaringan yang kompleks, masalah terpenting yaitu 

menghitung bilangan total segitiga pada graf 

sederhana terhubung. Bilangan tersebut sama 

dengan 𝑇𝑟(𝐴3) 6⁄ , dengan 𝐴 adalah matriks 

ketetanggaan pada graf. Tahun 2012 Brezinski pada 

[7], trace dari matriks berpangkat sering dibahas 

pada beberapa bidang matematika, seperti Analisis 

Jaringan, Teori Bilangan, Sistem Dinamik, Teori 

Matriks dan Persamaan Diferensial. 

Beberapa penelitian yang telah dilakukan 

sebelumnya mengenai trace matriks tepatnya trace 

matriks berpangkat, yaitu tahun 2015 Pahade dan 

Jha pada  [8] membahas tentang trace matriks real 

2 × 2 berpangkat bilangan bulat positif  untuk 𝑛 

ganjil dan 𝑛 genap. Matriks yang digunakan yaitu 

Rdcba
dc
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= ,,,, .  Hasil yang diperoleh 

pada artikel tersebut adalah bentuk umum trace 

matriks real 22  berpangkat bilangan bulat 

positif untuk 𝑛 ganjil dan 𝑛 genap. 

Penelitian berikutnya adalah Aryani dan 

Solihin pada [9] membahas mengenai bentuk umum 

dari trace matriks real 22 berpangkat bilangan 

bulat negatif untuk n genap dan n ganjil. Matriks 

yang digunakan sama dengan matriks yang 

digunakan oleh [8]. Bentuk umum trace matriksnya 

juga terdapat dua bentuk, untuk n genap dan n 

ganjil, yaitu: 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) =
𝑡𝑟(𝐴𝑛)

(𝑑𝑒𝑡(𝐴))𝑛
 

Tahun 2018 Gomantara  Jeriko,  dkk pada 

[10] juga membahas trace pada matriks 22  
berpangkat bilangan bulat positif dan perluasan 

pada matriks blok. Dengan menggunakan matriks 

blok diagonal  berukuran pp  yaitu: 
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Maka diperoleh hasil trace matriks tersebut 

berpangkat bilangan bulat positif dengan pangkat 

ganjil yaitu: 
𝑡𝑟(𝐴2𝑚+1)

=∑
(−1)𝑟

𝑟!

𝑚

𝑟=0

(2𝑚

+ 1) [
(2𝑚 − 𝑟)!

(2𝑚 + 1 − 2𝑟)!
] (det(𝐴))𝑟(𝑡𝑟(𝐴))(2𝑚+1)−2𝑟 

untuk pangkat genap:  
𝑡𝑟(𝐴2𝑚)

=∑
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Pembahasan tentang trace matriks 

berpangkat juga dibahas oleh Aryani dan Yulianis 

pada [11] pada tahun 2017, yang membahas 

mengenai bentuk umum trace matriks berbentuk 

khusus 2 2  
berpangkat bilangan bulat negatif 

untuk n ganjil dan n genap. Matriks yang digunakan 

adalah 
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d
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0

0  dengan A  mempunyai 

invers. Maka diperoleh bentuk umum trace matriks 

berbentuk khusus 2 2  berpangkat bilangan bulat 

negatif yaitu:   

𝑡𝑟(𝐴−𝑛) =

{
 
 

 
 

0                                        , 𝑛 ganjil

2 2

2

( 1) (det( ))
n n

A−

            , 𝑛 genap  

Selanjutnya tahun 2018 Aryani dan 

Fatonah pada  [12][13], [14] juga meneliti trace 

matriks berpangkat  yang membahas tentang bentuk 

umum trace matriks berbentuk khusus 2 2  
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berpangkat bilangan bulat positif untuk n ganjil dan 

n genap. Matriks yang digunakan adalah 
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, Maka diperoleh hasil trace 

matriks berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat 

positif yaitu: 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = {
0                                        , 𝑛 ganjil
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Masih mengenai trace matriks berpangkat, 

terdapat beberapa penelitian yang terkait dengan hal 

tersebut dari suatu matriks yang berbeda-beda yang  

dapat dilihat pada artikel-artikel [15], [16], dan 

[17]. Trace matriks berpangkat juga dapat 

dilakukan pada matriks ketetanggaan dari suatu graf 

sebarang, diantaranya yang telah dilakukan oleh 

peneliti [18] dan [19]. Trace matriks berpangkat 

pada matriks kompleks dilakukan oleh [20], matriks 

bentuk khusus pada [21] dan [22], dan matriks 

toeplitz simetris bentuk khusus pada [23]. 

Berdasarkan uraian tersebut, maka  

penelitian kali ini membahas mengenai trace 

matriks segitiga berbentuk khusus dengan ukuran 

3 × 3  berpangkat bilangan bulat positif. Dengan  

matriks yang digunakan berbentuk matriks segitiga 

atas berbentuk khusus pada Persamaan (1) dan 

matriks segitiga bawah berbentuk khusus (2) 

dengan ukuran 3 × 3 yaitu:  
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Metode Penelitian 
 

Metode penelitian ini menggunakan studi 

literatur atau kajian pustaka. Dengan kajian yang 

diperoleh dari beberapa referensi. Langkah-langkah 

yang dilakukan untuk memperoleh bentuk umum 

trace matriks segitiga berbentuk khusus ukuran 3x3 

dengan pangkat bilangan bulat positif, yaitu; 

1. Diberikan matriks segitiga atas dan 

segitiga bawah dengan bentuk khusus yang 

berukuran  3 x 3 
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2. Menentukan  matriks (𝐴3)
2  sampai 

(𝐴3)
10 dan (𝐵3)

2  sampai (𝐵3)
10. 

3. Menduga bentuk umum matriks (𝐴3)
𝑛 dan 

(𝐵3)
𝑛  dengan 𝑛  bilangan bulat positif. 

4. Membuktikan bentuk umum matriks (𝐴3)
𝑛 

dan (𝐵3)
𝑛 dengan 𝑛 bilangan bulat positif 

menggunakan induksi matematika. 

5. Membuktikan bentuk umum trace matriks 

segitiga menggunakan pembuktian 

langsung. 

6. Aplikasi trace matriks segitiga dengan 

contoh soal. 

Pembuktian bentuk umum perpangkatan 

matriks menggunakan aturan induksi matematika 

yang penjabarannya ada di [24] dan [25]. 

Sedangkan untuk pembuktian trace matriks 

menggunakan pembuktian langsung yang 

menggunakan definisi trace matriks yang ada di 

[26], [27], dan [28]. Penjabaran definisi-definisi  

mengenai perkalian dan perpangkatan matriks ada 

serta  teorema-teorema yang berhubungan dengan 

aturan perpangkatan matriks dan trace matriks ada 

di [29], [30], [31], dan [32]. 

 
  

Hasil dan Pembahasan 
 

Trace Matriks Segitiga Atas 33  Berpangkat 

Bilangan Bulat Positif 

Menentukan bentuk umum trace matriks 

segitiga atas pada (1) berpangkat bilangan bulat 

positif, sesuai dengan langkah-langkah pada metode 

penelitian, terlebih dahulu ditentukan bentuk umum 

perpangkatan matriks segitiga atasnya yang  

berpangkat bilangan bulat positif. Untuk 

mendapatkan bentuk umum perpangkatannya, maka 

berikut diberikan bentuk pangkat dua sampai 

pangkat sepuluh. 

Diberikan matriks segitiga atas 
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Setelah diperoleh bentuk perpangkatan matriks 

segitiga atas dari ( )23A  sampai ( )10

3A maka dapat 

diduga bentuk umum ( )n
A3  , yaitu: 
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Dugaan bentuk umum perpangkatan matriks 

segitiga atas tersebut akan dibuktikan dengan 

induksi matematika yang disajikan pada Teorema 1 

berikut. 

Teorema 1: Diberikan  matriks dengan bentuk 
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Bukti: Pembuktian menggunakan induksi 

matematika. 

Misalkan: 

 

+−

−−−






















−+

= Zn

a

bnaa

banncnabnaa

Anp
n

nn

nnnn

n ,

00

0

)1(
2

1

)(:)( 1

2211

3

 

 

1.         Akan ditunjukan )1(p benar, yaitu: 
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dengan memperhatikan Persamaan (1) maka )1(p

benar. 

 

2.          Asumsikan  )(kp
 
benar, yaitu: 
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Akan dibuktikan )1( +kp  juga benar, yaitu: 
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Perhatikan bahwa: 
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dengan melihat (3) maka )1( +kp  benar. 

Karena Langkah (1) dan (2) sudah  diperlihatkan 

benar, maka Teorema 1 terbukti. 

 

Setelah mendapatkan bentuk perpangkatan 
nA )( 3  dan telah dibuktikan menggunakan induksi 

matematika maka selanjutnya dapat diperoleh 

)( 3
nAtr  yang disajikan dalam Teorema 2 sebagai 

berikut: 

Teorema 2: Diberikan  matriks dengan bentuk 

Rcba

a

ba

cba

A 



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
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






= ,,,
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+= ZnaAtr nn ,3)( 3  

Bukti: Teorema tersebut dibuktikan menggunakan 

pembuktian langsung.  

Berdasarkan Teorema 1 dan definisi trace matriks 

maka diperoleh: 

n
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n
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Sehingga terbukti  ,3)( nn
n aAtr =  

+ Zn  .   ∎ 

 

Trace Matriks Segitiga Bawah 33  
Berpangkat Bilangan Bulat Positif 

 Setelah diperolehnya bentuk perpangkatan 

dan trace matriks segitiga atas bentuk khusus 

dengan ukuran 3x3 pada Teorema 1 dan Teorema 2, 

maka selanjutnya ditentukan bentuk umum 

perpangkatan dan trace dari matriks segitiga bawah 

pada (2) berpangkat bilangan bulat positif. Dengan 

cara yang sama pada matriks segitiga atas, 

diberikan terlebih dahulu bentuk perpangkatan 

matriks segitiga bawah dari pangkat dua sampai 

pangkat sepuluh.   

Diberikan matriks segitiga bawah 
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 maka selanjutnya 

akan ditentukan matriks (𝐵3)
2  sampai  (𝐵3)

10, 

yaitu:
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Dengan cara yang sama, maka diperoleh ( )33B
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Setelah diperoleh bentuk perpangkatan matriks 

segitiga bawah dari pangkat dua sampai pangkat 

sepuluh, selanjutnya dengan memperhatikan bentuk 

( )23B  sampai ( )10

3B maka dapat diduga bentuk 

umum ( )nB3  , yaitu: 
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Dugaan bentuk umum perpangkatan matriks 

segitiga bawah tersebut akan dibuktikan dengan 

induksi matematika yang disajikan pada Teorema 3 

berikut. 

 

Teorema 3: Diberikan  matriks dengan bentuk 

Rcba

abc

ab

a

B 

















= ,,,0

00

3
,  maka 

+

−−−

− 



















−+

= Zn

abnabanncna

abna

a

B
nnnn

nn

n

n ,

)1(
2

1
0

00

)(
1221

1
3

 

Bukti: Pembuktian menggunakan induksi 

matematika. 

 

Misalkan: 
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1. Akan ditunjukan )1(p benar, yaitu: 
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dengan memperhatikan Persamaan (2) maka )1(p  

benar. 

2. Asumsikan
 

)(kp benar, yaitu: 

+

−−−

− 



















−+

= Zk

abkabakkcka

abka

a

Bkp
kkkk

kk

k

k ,

)1(
2

1
0

00

)(:)(
1221

1
3

dan akan dibuktikan )1( +kp  juga benar, yaitu: 
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Perhatikan bahwa : 
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Dengan melihat (4), maka )1( +kp  juga benar. 

Karena Langkah (1) dan (2) sudah  diperlihatkan 

benar, maka Teorema 3  terbukti.  

Setelah mendapatkan bentuk perpangkatan 
nB )( 3  dan telah dibuktikan menggunakan induksi 

matematika maka selanjutnya dapat diperoleh 
nBtr )( 3  yang disajikan dalam Teorema 4. 
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Teorema 4: Diberikan  matriks dengan bentuk 
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Bukti: Teorema tersebut akan dibuktikan 

menggunkan pembuktian langsung. 

Berdasarkan Teorema 3 dan definisi trace matriks , 

maka diperoleh: 
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      Sehinggs terbukti  
+= ZnaBtr nn

,3)( 3        ∎ 

    Contoh 1 Diberikan matriks segitiga atas  33     

                      yaitu: 
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Tentukan  
7

3 )(A
 
dan 

7
3 )(Atr dari matriks diatas 

menggunakan Teorema 1 dan Teorema 2! 

Penyelesaian:  

Berdasarkan Teorema 1, diperoleh: 
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dan dengan menggunakan Teorema 2, 
 
diperoleh:  
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Contoh 2 Diberikan matriks segitiga bawah 33  

sebagai berikut: 
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Tentukan  
12

3 )(B
 

dan 
12

3 )(Btr  dari matriks 

diatas menggunakan Teorema 3 dan Teorema 4! 

Penyelesaian: 

Berdasarkan Teorema 3, diperoleh: 
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00105,31441

)3,0()3,1()3,0(12)3,1()3,0)(112(12
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1
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dan dengan menggunakan Teorema 4 , 
 
diperoleh:  

( )

( )
.109423,15

105,314413

3,03)(

7

7-

1212
3

−=

=

=Atr

 

 

                          Kesimpulan 
 

Perpangkatan dan  trace dari suatu matriks 

segitiga (atas dan bawah)  bentuk khusus (1) dan (2) 

ukuran 3x3 berpangkat bilangan bulat positif  telah 

diperoleh.  Untuk bentuk perpangkatannya ada dua 

yaitu: 
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1221

1
3

dan untuk trace dari matriks segitiga (atas dan 

bawah)  diperoleh nilai yang sama, yaitu:

  

nnn aBtrAtr 3)()( 33 ==
. 
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