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ABSTRAK
Penelitian ini menjelaskan tentang model penyebaran penyakit campak menggunakan model SEIR dengan vaksinasi
dan migrasi. Hasil yang diperoleh adalah jika Ay < 1maka titik ekuilibrium bebas penyakit stabil asimtotik dan jika
Ry = 1 maka titik ekuilibrium endemik penyakit stabil asimtotik. Jumlah orang yang divaksinasi untuk mencegah
1

B

penyebaran penyakit campak adalah g, = 1 —
0

Kata kunci: Model SEIR, Penyakit Campak, Stabil Asimtotik, Titik Ekuilibrum, Vaksinasi.

ABSTRACT
This paper explains about thespread ofinfectiousdiseases, such as measles using SEIR model by vaccination and
migration. The result obtained that is if Ay = 1 disease-free equilibrium is asymptotic stable, and if #; = 1 endemic
equilibrium is stable asymptotic. The vaccination number to prevent the measles outbreak isp, = 1 — =

4
Keywords: Equilibrium, Measles, SEIR Model, Stable Asymptotic, Vaccination.

Pendahuluan

Penyakit campak merupakan salah
satu  penyakit endemik di  negara
berkembang.Penyakit campak disebabkan
oleh  virus  campak, dari  family
Paramyxoviridae, genus  Morbilivirus.
Penyakit ini diawali dengan adanya gejala
awal demam, batuk, pilek yang kemudian
diikuti dengan bercak merah kemerahan
pada kulit [1]. Salah satu cara yang efektif
untuk tindakan pencegahan penyakit campak
adalah dengan vaksinasi. Keberhasilan
vaksinasi dapat diukur dari menurunnya
jumlah kasus campak dari waktu ke waktu.
Kematian  akibat campak mengalami
penurunan sebesar 78% dari 733.000 jiwa di
tahun 2000 menjadi 164.000 jiwa pada
tahun 2008 [2].

Perpindahan populasi (migrasi) dari
suatu wilayah ke wilayah lain merupakan
fenomena yang dapat terjadi di suatu
wilayah. Adanya migrasi dapat
memungkinkan  terjadinya  penyebaran
penyakit campak yang dibawa oleh populasi
yang masuk atau keluar dari suatu

wilayah.Oleh karena itu, migrasi perlu
diperhatikan dalam model.

Model dasar tentang penyebaran
penyakit pertama kali dirumuskan oleh
Kermack dan McKendrick pada tahun 1927
[3]. Dalam  modelnya, Kermack-
McKendrick membagi  populasi  total
menjadi tiga kelas, yaitu Susceptible (%)
merupakan jumlah individu yang sehat
tetapi rentan terhadap penyakit, Infected (I)
adalah jumlah individu yang terinfeksi dan
dapat menularkan penyakit kepada individu
yang sehat, dan Recovered (R) yang
menotasikan jumlah individu yang telah
sembuh dari penyakit dan akan kebal dari
penyakit. Beberapa penyakit seperti campak,
AIDS, TBC mempunyai periode laten,
artinya ada selang waktu suatu individu
terinfeksi sampai munculnya suatu penyakit.
Periode laten ini akan terdapat pada kelas
Exsposed (E), artinya individu yang
terdeteksi atau terjangkit virus. Penambahan
kelas pada penyakit campak ini akan
membentuk model SEIR.
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Metodologi Penelitian

a) Menentukan asumsi dan mendefinisikan
parameter yang digunakan pada model
SEIR dengan asumsi adanya vaksinasi
dan adanya migrasi.

b) Menggambar diagram transfer untuk

membentuk model matematika.
Diagram transfer berfungsi  untuk
membentuk sistem persamaan

differensialnya.

c) Menyelesaikan  sistem  persamaan
differensial.

d) Mencari titik ekuilibrium model. Titik
ekuilibrium yang akan dicari adalah titik
ekuilibrium bebas penyakit dan titik
ekuilibrium endemik penyakit.

e) Menganalisa sifat kestabilan titik
ekuilibrium. Setelah titik ekuilibrium
diperoleh, maka diselidiki kestabilan
dari titik kesetimbangan bebas penyakit
dan  endemik  penyakit. Untuk
menganalisa  sifat  kestabilan titik
ekuilibrium dilakukan linearisasi pada
sistem dengan menentukan matriks
Jacobian di titik ekuilibrium  [4].
Kemudian dengan menggunakan

definisi polinomial karakteristik
diperoleh nilai eigen dari matriks dan
ditentukan sifat kestabilannya

berdasarkan Teorema [5].. Salah satu
alternatif menentukan nilai eigen dari
polinomial karakteristik adalah dengan
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz.

f) Menginterpretasikan hasil yang
diperoleh untuk mengetahui jumlah
individu yang harus divaksinasi agar
tidak terjadi endemik penyakit.

g) Mensimulasikan model dengan
mendefinisikan nilai parameter dan
digambarkan dengan  menggunakan
software Maple 13.
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Hasil dan Analisis

Model Matematika
Adapun asumsi pada model SEIR pada
penyakit campak ini adalah:

a. Faktor  kelahiran dan  kematian
diperhatikan. Individu yang lahir masuk
ke kelas Susceptible (&) karena individu
diasumsikan sehat tetapi rentan terhadap
penyakit campak.

b. Dalam populasi terjadi proses migrasi.
Imigrasi diasumsikan terjadi di kelas
Susceptible (&), dan imigran yang
masuk ke populasi dipastikan individu
yang tidak terinfeksi penyakit campak.
Sedangkan emigrasi masuk ke tiap kelas

(Susceptible, Exposed, Infected,
Recovered).

c. Penyakit dapat menyebabkan kematian
(fatal).

d. Individu vyang divaksinasi masuk
kedalam  kelas  Recovered  (R).

Keampuhan vaksinasi adalah 100%, hal
ini berarti setiap individu yang telah
mendapatkan  vaksinasi akan kebal
terhadap penyakit. Sedangkan individu
yang tidak mendapatkan vaksinasi
masuk ke kelas Susceptible (5)dan

berpotensi untuk terinfeksi penyakit
campak.
Berdasarkan  asumsi  diatas,
dapat didefinisikan parameter model
sebagai berikut :
bmenyatakan laju kelahiran pada kelas
Susceptible (%)

umenyatakan laju kematian alami

Smenyatakan laju kontak

dmenyatakan laju infeksi pada kelas
Exposed

ymenyatakan laju kesembuhan pada
kelas Infected

amenyatakan laju kematian akibat
penyakit campak pada kelas Infected

pmenyatakan  proporsi  keberhasilan
vaksinasi

my menyatakan laju imigrasi

msymenyatakan laju emigrasi.
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Berdasarkan asumsi-asumsi di atas, maka diperoleh diagram transfer berikut :

BN
By SE ¥l v
- S — E — I — R
! 2
P e e S

Gambar 1 Model SEIR pada Penyakit Campak dengan Vaksinasi dan Adanya Migrasi

Berdasarkan diagram transfer di

al _ an o
;—DE ¥l —pul —al —mal

gz bpN +yI —m,R — uR

1)
Sistem (1) mempunyai solusi (5, E, I, R)
sebagai himpunan berikut :

& ={(5ELRIS=0,E=0I=0,R=0,5+E+I+R=N).

atas  diperoleh  sistem  persamaan
differensial sebagai berikut :
Z = bA-pIN+mS—E—ps -
m:s
4 _ B SE— uE —myE
dt N

Pada sistem (1) variabel B tidak
muncul pada persamaan Hal ini

menunjukkan bahwa jumlah individu
pada kelas R tidak mempengaruhi laju
perubahan jumlah individu pada kelas §,
E maupun kelas I. Dengan demikian
nilai B dapat diabaikan dan sistem
persamaan (1) dapat dibentuk menjadi

sistem persamaan (2) sebagai berikut :

= b(i—p}N+m15—%—M—

mgs

Titik Ekuilibrium

a. Titik ekuilibrium bebas penyakit

Pada titik ekuilibrium bebas
penyakit berarti di dalam populasi
tidak ada individu yang dapat
menyebarkan penyakit campak atau
tidak ada individu yang terserang
penyakit campak, I = 0. Sehingga
untuk  titik  ekuilibrium  bebas

& B SE— uE —moE

dt N

E: 8E —yI — ul — al —m,I
o )

Adapun solusi dari sistem (2) adalah

himpunan

n=

(SENS=0E=0,I=0, S+E+I=<N)

penyakit yang dinotasikan dengan I,
yaitu I = 0.
Dari persamaan (2.c) diperoleh
SE —yl—pl —al —m,I=10

Karena I = 0, maka

§E =10

E=10
Maka diperoleh titik ekuilibrium
bebas penyakit yang dinotasikan
dengan E, dengan E = 0. Setelah
diperoleh titik ekuilibrium E,
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selanjutnya dicari titik ekuilibrium §
dengan menyelesaikan persamaan
(2.a) berikut :

551

B(1 —p)N +m15—T—]uS—m:5= 0
i

Karena I = 0, maka

_ b(1—pIN

C(—my +p+msy)
Maka titik ekuilibrium endemik
penyakit S dinotasikan dengan §,

_ b(1-plN
yaitu S oo dengan

L+ ma =m,.

Berdasarkan penyelesaian di
atas, maka diperoleh titik
ekuilibrium bebas penyakit

- = - Bil—pIN
(SEI) = oty 00

b. Titik ekuilibrium endemik penyakit
Titik ekuilibrium endemik

penyakit yaitu di dalam populasi
selalu  terdapat individu yang
terserang penyakit campak, I* = 0.

Sehingga 5* = 55

Selanjutnya diperoleh berturut-turut:
I* =

(F+putmy) (y+utatm N

[—mM o+ p+mg) [+ m+mg) [y + U+ a+mo I N

bB{1-plN o

[6+ p+mg) [+ g+ o+mg)
g

Kestabilan
Untuk  mengetahui  tingkat
penyebaran penyakit campak diperlukan
parameter tertentu. Parameter yang biasa
digunakan dalam penyebaran penyakit
=0

Jurnal Sains, Teknologi dan Industri

Dari persamaan (2.c) diperoleh
G —yl —pl —al —moI=10
E = (y+utatm I

®)
Untuk memperoleh titik
kesetimbangan 5% maka dari

persamaan (2.b) diperoleh
551
— —8F —puE—m-.EF=10
N

Subsitusikan nilai
F = Yiutatmy) pada persamaan

(3) sehingga persamaannya menjadi

BS (y +u+a+ms) .

o

o

Karena I = 0, maka hal
ini berartif =0

——(F+p+my
= (@ +u+my)

(y+pu+ta+myll

P

o

E =

adalah bilangan reproduksi dasar dan
dinotasikan dengan R; Nilai Ry
diperoleh dengan cara sebagai berikut :

[—mytptmgl(d+utmeliytptatmy)

b(1—p) —

5F

L8+ ptmg) (p+ptotmy)

=0

8
b(1 —p)Bd = (—my +u+ma)(+p+ma)ly +p+a+m;)
Karena  b(1—p)fé = (—my +pu+m)(+pu+my)y+pu+a+my) maka  dapat
didefinisikan bilangan reproduksi dasar (R ) sebagai berikut :

b(1— p)fé

RE':

Teorema 1 JikaR, < 1 maka titik ekuilibrium bebas penyakit (5,E,1) = (-

pada sistem (2) stabil asimtotik lokal.
Bukti :

(_ml +p +m:}(3+#+mg}(]f+p¢+a+mg}

b(1-plN

|~—.'~r1._+,l.,L+:':r15::'J GJG}
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Dapatdihitung untukdet(AI — J(5%,0,0)} = 0

A=b{1l—p)—m;+p+m,

det
0

0

—b(1-p)

A+p+d+m,

—&
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8BS
—b(1—p) +—=
( “plﬁ' v
B3 =0
N

A+pt+yta+m;

Persamaan karakteristik dari det (,?LI —J(5, {Lﬂ}) adalah:
=SA-b1l—-p)—my+pu+m)(A+u+ 6+m2}(,1+_u +y+a +m,)

—(A-b(1-p)—my +p+my }(

Maka diperoleh persamaan karakteristik
;‘LE + ﬂ.l.alz + ﬂ.g.al+ g = 0
dengan
g =y+z—w+x
Az = YZ— Wy —WzZ +xy+xz —;5’6;
y=v+tz—wtx

wiN

= bil-pw wN
KarenaS——I:_m‘_ﬂwﬂI — dan

S < Nmaka

J"ll
“—::Nc} <lew<xox-—
x

w =0

Jadi, g =yvy+z—w+x =0

e Untuk xyz—fFéw =0, Kkarena
b(1—p)=w,
wiéd < xyz @ xyz —wfé = 0,

e Untuk1—= >0, karena § =

es1es1-2=0,
- &

—Mmy U+, =X,

ﬁS

g =

N

w
g = X¥Z —wyz + féw— — fow
x

Untuk menentukan sifat kestabilannya,
digunakan teorema [5] dengan kriteria
= 0,a3 > 0dan aya; > as.

fy = XVZ —WyzZ + — — Fow

ﬁau

= (xyz — Béw) — (—
= (xyz — féw) (1 — ;)

+ wyz)

bil—p) &

Rﬁ:

g+pu+ma=vy,

b '; 1_'|'5|_:|J"|'- _ wiN
(—matputmg)

(—ma+putmo ) (F+utmoli ].f+,'..L+|'.1:+;':r1-‘1,]I
B(1—p)gs <(—my +p+m )@ +u+m )y +u+a+ms,)

=1 maka

Dan karena
dan y+u+a+m, =2z maka

ac rA
==—dan 5 < N, maka “T::N

Berdasarkan pembahasan di atas, maka diperoleh a3 = 0

BEw

Qia; —dz = (}-‘+z—w+x}(}-‘z—wy—wz +x;g.-‘+xz—T-)—

Sww

(x}-‘z —Wyz +

- ﬁé‘w)

o

=(y+z) (}-‘(—w +x) +z(—w+x) +yz — &Tu) +{y+z)—w+x)?

Karena (—w + x) = 0, maka a;a; = 0.
Berdasarkan pembahasan di
atas, maka diperoleh titik ekuilibrium
bebas penyakit stabil asimtotik. Dengan
cara analog, dapat dibuktikan teorema
berikut:
Teorema 2
ekuilibrium

JikaRy = 1 maka titik
endemik penyakit

(5%, E*I*) pada sistem (2)

asimtotik.

Proporsi Vaksinasi dan Simulasi

Jumlah Individu yang Divaksinasi
Berdasarkan pembahasan di

atas, diperoleh

stabil
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RD:

b(1—p)Bd

(—my +p+m )+ p+m )y +pu+ao+m,y)
ppada bilangan reproduksi dasar di atas

merupakan proporsi individu yang
divaksinasi. Untuk mencegah
menyebarnya penyakit, maka perlu
didefinisikan tingkat vaksinasi

minimum agar tidak terjadi endemik
penyakit. Tingkat vaksinasi minimum
dinotasikan dengan ..

Adapun tingkat vaksinasi minimum

pada penyakit campak ini adalah

sebagai berikut :

Simulasi

a. Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Dengan mengambil

parameter b =05, =038,
p = 0,5, w=04, éd =06,
=01 =003, m =02

ms = 0,1, n = 1, Subsitusikan nilai
parameter ke sistem (1) sehingga
diperoleh sistem berikut :
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1
SRyl—-p)=1lep, ::=-1—R—
0

Berdasarkan nilai ¢, yang diperoleh di atas,
maka agar tidak terjadi endemik pada
penyakit campak tingkat vaksinasi
minimum atau proporsi individu yang harus

divaksinasi adalah p, = 1 — Ri.

o

£ = (0,5)(0,5) + 0,03i
0,41

—-0,1r —

ekuilibrium  bebas
adalah

,0,0) =

Titik
penyakit )
Bi1-plv
{5 E, I} (' —magtutmg)’
(0,833,0,0)
. Bilangan reproduksi dasar sebesar
RD =
B(1-plB& _
(—metptmgl (Esutm)(y+utatmy)
0,5772
. Untuk menentukan kestabilannya,
maka subsitusikan nilai parameter
ke matriks Jacobian berikut :

=10

== 05(1-05)+02s -
08s5i—045s—0,15
== 0851 06e—0,2e —O,le
dl
—; = 06e — 0,03 ~ 0,41 — 0,11 — 0,1
) -03 0 —0,667
JIf(500)=| 0 —-11 0667
0 06 —063
Kemudian hitung det (Aj’ —JF(S, GJ{J})
1+03 0 0,667
det| 0 A+11 —0,667
0 0,6 1+0,63
Maka diperoleh persamaan

karakteristik

A%+ 2,034% + 0,8124 + 0,0879
dengan nilai eigen i; =-0,3,
A, =—-0,19 dan A;= —1,54.

Berdasarkan teorema (2.1), dapat
disimpulkan bahwa titik ekuilibrium
bebas penyakit stabil asimtotik.Hal
ini  dapat digambarkan dalam
gambar (4.2) berikut :

118



Vol. 9. No. 2, 2012 Jurnal Sains, Teknologi dan Industri

=
[=]
"
R .
P il ol el

o F N T ROROROROROTOROROROR TR R R R R
PR R RR R R R R R R R R R R T R R %
RN NN N S T s A
L LN WL VL N T T S

Gambar 2 Orbit Kestabilan Model SEIR Penyakit Campak dengan  Vaksinasi dan
Migrasi pada Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Berdasarkan ~ gambar 2 ﬁ
tampak bahwa arah trayektori
menuju titik ekuilibrium sehingga

dapat disimpulkan bahwa titik
ekuilibrium bebas penyakit stabil —_—

Susceptible :
Recovered —

asimtotik.  Sedangkan dinamika
populasi 5, E, I, R menurut tahunan
waktu dapat dilihat pada gambar

berikut : i 5 B »
Gambar 3 Dinamika Popolasi §,E, I dan R
pada Titik Ekuilibirum Bebas Penyakit
b. Titik Ekuilibrium Ende_mik Penyakit ar _ (0,5)(0,5) + 0,03i — 0,1r —
Berdasarkan sistem (4.5) pada th
simulasi bebas penyakit di atas, dengan !
?Tgﬂagb'L ~ ﬂpgraﬂeierﬂ o Titik ekuilibrium endemik
__.l’ _.l_’ — Wy :.11 penyaklt
=005 y=003 m =01, adaiah

m, =01, n=1. diperoleh sistem s E* I* = (0,7, 0,321, 0,217).

bf,;'km : . Bilangan reproduksi dasar sebesar

= 0,5(1—-0,5) + 0,25 — 0,8 51 — Ry, =3571. Untuk menentukan

0,1s — 0,1s kestabilannya, maka subsitusikan
nilai parameter ke matriks Jacobian

== 08si-06e—0,1e—0,le berikut :

dl

o 0,2e —0,03i — 0,1f — 0,05 — 0,1i
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0,1-0256-01-01 0 —0,56

JF(5*,E*I*) = [ 0,256 —-02-01-01 0,56
0 0,2 -0,1-003-005-0,1
Kemudian hitung det {,1? —JF(S, GJ{J})
A+ 0,356 0 0,56
det| —0256 A+04 —-056 |=0
0 -0,2 A+028
Maka diperoleh persamaan iy = 0,a, > 0dan a;a; = as. Jadi
karakteristik dapat disimpulkan bahwa titik
A3+ 1,0374%2 + 10,2434 + ekuilibrium endemik penyakit stabil
0.0289 =0 asimtotik.Hal ini dapat digambarkan
Berdasarkan  kriteria  Routh- dalam gambar (4) berikut :

Hurwitz, dapat diperoleh bahwa

1 4

} d

Y R R N NN
ffhnnmka-mkxkx&x
e e B B R RN, B R R R
o mn e BB R R R R R RN, RO R

ng

064

nad

Bt T e e T e T e T

02

Gambar 4 Orbit Kestabilan Model SEIR Penyakit Campak dengan Vaksinasi dan
Migrasi pada Titik Ekuilibrium Endemik Penyakit

Berdasarkan gambar asimtotik. ~ Sedangkan  dinamika
4.tampak bahwa arah trayektori populasi 5, E, I, R menurut tahunan
menuju titik ekuilibrium sehingga waktu dapat dilihat pada gambar
dapat disimpulkan bahwa titik berikut :

ekuilibrium bebas penyakit stabil
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Susceptible : ——
Exposed :
Infected : ——
Recovered : ——

T
0 1o

1
30

Gambar 5 Dinamika Populasi §, E, I dan R Titik Ekuilibrium Endemik Penyakit

Jumlah orang yang harus
divaksinasi pada kasus endemik
penyakit ini adalah pc::bi—R—ln.
Karena B, = 3,571 maka diperoleh
nilai p, =0,72. Hal ini bearti
bahwa untuk mencegah terjadinya

endemik penyakit maka proporsi
orang yang divaksinasi harus lebih
besar dari 0,72. Selanjutkan akan
dianalisis jika tingkat vaksinasi
lebih  kecil daripada tingkat
vaksinasi minimum seperti gambar
6berikut :

p=05p=06p=071—

0.30—:
0.25—:
D,ED—:
D.IS—:

0.10 4

0 10

Gambar 6
Berdasarkan Gambar 4.5 di

atas, dapat dilihat bahwa semakin
besar tingkat vaksinasi, maka
proporsi  kelas individu yang
terinfeksi semakin menurun. Tetapi
vaksinasi yang diberikan pada
penyakit campak akan selalu ada
dalam jangka waktu tak terbatas.
Dengan demikian vaksinasi yang

-

20

30

Proporsi Individu Kelas Infected denganp = 0,5,p=0,6,p = 0,7

dilakukan tidak berhasil membuat
penyakit campak menghilang dari
populasi. Selanjutnya akan
dianalisis pengaruh vaksinasi jika
tingkat vaksinasi yang diberikan
lebih  besar daripada tingkat
vaksinasi minimum seperti gambar
4.6 berikut :

121



Vol. 9. No. 2, 2012

Jurnal Sains, Teknologi dan Industri

p=08p=09%=1— —

0.10
EIEIQ—-
DDSQ
DDT—-
U.06;
EIEIj—-
EI.EI4;
003;
0.02;

001 o

i 1h

20 el

Gambar 7 Proporsi Individu pada Kelas Infected denganp =0,8,p=0,9,p =1

Berdasarkan gambar 7 di
atas, dapat disimpulkan bahwa
penyakit campak akan hilang dari
populasi atau populasi  bebas

Penutup

Berdasarkan pembahasan dapat diambil

kesimpulan sebagai berikut :

a. Model penyebaran penyakit campak
menggunakan model SEIR dengan
adanya asumsi vaksinasi dan migrasi
adalah sebagai berikut :

= b(i—p}N+m15—%—,uS—
m:s

4 _ Bl SE— uE —myE

dt N

dl

T OF —yl — ul — al —m,l
§= bpN +yI —m,R — uR

b. Titik ekuilibrium terdiri atas dua, yaitu
titik ekuilibrium bebas penyakit dan
titik ekuilibrium endemik penyakit.
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