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ABSTRAK

Kajian utama yang akan dilakukan pada artikel ini adalah tentang sifat-sifat yang termuat

pada subkelas S} (u;¢) yaitu fungsi starlike ,

C/(u;¢) yaitu fungsi convex serta

Q§ (/1, 09, z//)yaitu fungsi close-to-convex yang kesemuanya menggunakan operator integral.

Katakunci: fungsi close-to-convex, fungsi convex, fungsi starlike, fungsi univalen, operator

integral.

ABSTRACT

The purpose of the present article is to inclusion properties for subclasses of univalent

functions such as starlike functions S/ (z;¢) , convex functions C/(z;¢) and close-to-convex

functions Q7 (u, 3; ,y) which involve integral operator.

Keywords: close-to-convex functions, convex functions, integral operator, starlike functions,

univalent functions.

PENDAHULUAN

Matematika merupakan suatu ilmu
pengetahuan yang snagat unik sekali. Karena
matematika dapat digunakan hampir oleh
semua bidang ilmu pengetahuan yanga lain.
Sehingga matematika dapat dikatakan
sebagai alat (tools) yang akan digunakan
untuk hal yang lainnya. Banyak hal dibahas
pada matematika diantaranya kalkulus yang
membahas mengenai konsep dan
penghitungan pada fungsi, limit , turunan dan
integral. Aljabar yang membahas mengenai
konsep matriks dan ruang vektor, adalagi
statistic  yang  berhubungan  dengan
pengolahan data dan sebagainya.

Semua materi pada  kalkulus
berdoamain pada bilangan yang besar yaitu
bilangan riil dan bagian - bagian dari riil atau

bilangan kompleks. Materi yang membahas
mengenai bilangan riril dikenal dalam
Analisis Rill dan materi yang membahas
mengenai  bilangan  kompleks Analisis
Kompleks.

Analisis kompleks dalam matematika
adalah suatu objek yang sangat menarik
sekali disebabkan dalam bidang kompleks
yang dikaji tidak hanya satu bilangan saja,
tetapi ada dua bilangan. Bilangan yang
dimaksud adalah bilangan riil dan bilangan
khayal (imajiner), sebab kita ketahui
bahwasannya bilangan kompleks dapat
ditulis dalam bentuk a + bi. Seterusnya
bentuk a + bi ini akan dilambangkan dengan
suatu simbol z. Akhirnya simbol z inilah yang
akan mewakili bentuk kompleks pada fungsi-
fungsi yang berkaitan dengan analisis
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kompleksnya antara lain fungsi analitik,
fungsi univalen dan yang berkaitan dengan
kompleks lainnya.

Fungsi univalen mempunyai subkelas
yaitu; fungsi seperti bintang (starlike), fungsi
cembung (convex) dan fungsi hampir
cembung (close-to-convex). Banyak penulis
yang mengkaji mengenai fungsi univalen
dengan subkelasnya tersebut. Salah satu
penulis yang mengkaji hal ini dan merupakan
daftar pustaka pada penelitian ini adalah
Maslina Darus dan Rabha W. Ibrahim (2009)
dengan judulnya “On Inclusion Properties
Generalized Integral Operator Involving
Noor Integral”.

Jurnal yang ditulis oleh Maslina Darus
dan Rabha. W. Ibrahim (2009) dengan
judulnya di atas, mereka mengkaji sifat
rangkuman subkelas yang mereka punyai
dengan menggunakan operator integral yang
ada dan melibatkan integral Noor.

Liu, J.L (2002) melakukan penelitian
dengan judulnya “Certain Integral Operator
and Strongly Starlike Functions”. Dalam
jurnal tersebut dibahas mengenai sifat-sifat
rangkuman subkelas fungsi univalen dan
analitik dengan melibatkan operator integral
yang telah diperkenalkan oleh I.B. Jung, Y.C.
Kim dan H.M. Srivastava pada tahun 1993.
Subkelas yang digunakan juga subkelas pada
fungsi seperti bintang strongly.

Selvaraj. C, Karthikeyan.K.R (2007)
melakukan penelitian dengan judulnya ‘Some
Classes of Analytic Functions Involving
Generalized Integral Operator”. Dalam
jurnal tersebut dibahas mengenai sifat-sifat
rangkuman subkelas pada fungsi univalen
dan analitik dengan melibatkan operator
integral secara umum. Integral operator yang
digunakan adalah operator yang didefinisikan
sendiri oleh penulis dengan menggunakan
kaedah Hadamard Product (Convolution)
serta melibatkan integral Noor. Subkelas
yang digunakan subkelas pada fungsi seperti
bintang (starlike) yang umumnya.
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METODE DAN BAHAN

Adapun metodologi penelitian yang
penulis gunakan adalah metode studi literatur
dengan langkah-langkah sebagai berikut:

Mulai

A

y

A 4

Melakukan pengamatan
pada permasalahan

Studi Literatur

A

y

A 4

Identifikasi permasalahan
dan tujuan penelitian

Identifikasi definisi, lemma
dan teorema

A 4

Mengkaji mengenai operator
integral yang akan digunakan

A 4

Mendapatkan sifat-sifat
rangkuman subkelas fungsi
univalen dengan operator integral

A\ 4
Analisa dan kesimpulan

\ 4
Selesai

Gambar 1 Tahapan Penelitian
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Misalkan H adalah kelas pada fungsi
analitk  di  Di={zeC:lg < 1.
Misalkan A dinotasikan sebagai subkelas
pada H yang memuat fungsi-fungsi dengan

bentuk:f(z):z+ianz“, z eU.
n=2

1)

Suatu f e A dikatakan starlike pada
order x jika ianya memenuhi ketaksamaan
berikut:

Re{%(:))} > u, (zeU)

untuk sebarang 0 < x < 1. Kita notasikan
kelas ini dengan S(u).

Suatu fungsi f € A dikatakan
convex pada order y jika ianya memenuhi
ketaksamaan berikut:

Re{%lg) + 1}> u,  (zeU)

untuk sebarang 0 < u < 1. Kita notasikan
kelas ini dengan C ().

Suatu fungsi f € A dikatakan close-
to-convex  jika terdapat fungsi starlike
g € A sedemikian hingga

Re{%z))}> 0, (zcu)

Definisi 1. Suatu fungsi f: D — T adalah
anlitik pada z jika f terdiferensialkan pada

setiap titik dibeberapa sekitaran
(neighbourhood) pada zp € D .

Definisi 2. Suatu fungsi f: D — € dikatakan
univalen pada D jika f(z1) = f{(z2) untuk
semua 23, 27 € D dengan (z1) = (z).

Selanjutnya, Jung dkk. [5] telah
memperkenalkan operator intergal berikutr:
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112 = (“‘j A j(l—lJ e () dt

s )z°3i 2
(1>0, 6>-1 feA 2)

dan

L@ =12+ nzzzll“(5+ﬂ,+n) (S +1)

(1>0, 5>-1 feA 3)

dengan F(x) adalah fungsi gamma, dan
selanjutnya didapat:

z(QM f(2)) = A+6+D) I f (D) — (A+5)I[T(2)

(1>0,0>-1 feAh 4)

Persamaan (3) dan (4) adalah sebuah operator
integral yang akan dipakai  untuk
mendapatkan sifat-sifat subkelas univalen.

Diberikan F dan G adalah fungsi
analitik di unit disk D. Fungsi F adalah
subordinate ke G, ditulis dengan F <G,
jika G adalah univalen , F(0)=G(0) dan
FU) c G(U). secara umum, diberikan
dua fungsi F dan G, yang keduanya adalah
analitik di D, maka fungsi F dikatakan
subordinate ke G(z) di D jika terdapat sebuah
fungsi h, analytik di D dengan

h(0)=0 dan |n(z)) <1 untuk

semua ze D
Sehingga
F(z) = G(h(z)) untuk semua z €U .

Misalkan ¢:C> ->C dan h
univalent di D. Jika p adalah analitik di D
dan  memenuhi  turunan  subordinate
#(p(z). p'(2)) < h(z), maka  p
dikatakan suatu solusi pada turunan
subordinate. Fungsi univalen g dikatakan
solusi dominan pada turunan subordinate jika
p <qg. Jika p
dang(p(z), zp'(z)) adalah univalen di D
dan memenuhi turunan  superordinate
h(z) < ¢(p(z), zp'(z)), maka p dikatakan
suatu solusi pada turunan superordinate.
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Suatu fungsi analitik q dikatakan solusi
subordinant pada turunan superordinate jika

q=<p

Misalkan N adalah himpunan kelas
pada semua fungsi ¢ yang analitik dan
univalen di D #U)=1 dan
R{g}>0 untuk zeU. Menggunakan
prinsip subordinate antara fungsi analitik,
diperkenalkan beberapa subkelas S*(u;¢)
dan C(u; ¢) pada kelas A untuk £ > 0 and
¢ € N yang didefinisikan sebagai berikut:

S*(u;9) = {f €

dengan

1-ul f(2)

C*(u:¢) = {f €

“1-ul f(2)

dan
feA;3ge S*(u;¢)3:
Q*(u, pidw) = i[lJrzf'(z)
-0 9@

Selanjutnya dengan menggunakan
operator integral J7f(z), diperkenalkan
beberapa kelas pada fungsi analitik dibawah

ini;
Si(ug) = {f A I (2) e S*(uig)}
CL(uid) = {f e A I} E(2) € C* (i)}
dan

QL (iih) = {f e A IZE(2) € Q*(u, B bk

dengan catatan

f(2) € C*(ui9) < 2f'(2) € S*(u;9)
()

Selanjutnya akan di selidiki sifat-
sifat pada kelas S} (u;¢) , C;(u;4) dan

A: i(w_luj_<¢(z), Zeui—‘ p(Z) < ¢(Z),

A: L(M_laj<¢(z), Z epU

—,Bj<y/(z), zeU

Jurnal Sains, Teknologi dan Industri

Q} (u, B¢, w) dengan
operator integral J/ f (2).

menggunakan

Lemma 1. Misalkan ¢ univalen convex di D
dengan ¢U)=1 dan R{x@(z)+Vv}>0
untuk x,v e C.Jika p adalah analitik di D
dengan p(0)=1, maka

zp'(z)

U
p(z)+ P < ¢(z), ze
mengakibatkan

zeU.

Lemma 2. Misalkan ¢ univalen convex di D
da}  analitik di D dengan R{w}> 0. Jika

nalitik di D dengan p(0)=¢(0), maka

p(2) +o(z)zp'(z) < ¢(2)
mengakibatkan
p(z) < #(z), zeU.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Bahagian ini akan dibuktikan sifat-

sifat subkelas dari S} (u; @), C; (u; ).

Menggunakan Lemma 1, akan didapatkan
hasil berikut:

Teorema 1.

Misalkan (1>0, 6>-1 f €A). Maka

4 >0 dan ¢peN  didapat
sifat S5 (u:¢) < S5 (us9).
Bukti. Akan ditunjukan
SHwd) < SiH (s 9). Misalkan

f €S} (u;¢) dan himpunan

1 )
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dengan p(z)=1+¢,z+C,z° +... adalah

analitik di D dengan p(O) =1. Menggunakan
persamaan (4), diperoleh

(x+5+1)J~;§1—ff((zz)) = p(2)i- )t (4+9)
®

selanjutnya dengan menggunakan aturan
logaritma turunan pada kedua sisi persamaan
@) maka diperoleh

1-p)p(2)

_(071@) (@)
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feCliug) < Iif(@2)e C*(ug)

!

= 20/1(2) S ()

!

© 3 (21(2) e 8" (1)
© 21/(2) € 8} (u:9)
e /'@ e 8w

o 2371 (2) € S*(19)

(- r)p@)+u+(a+8)  I51(2)
(8)

kalikan z pada kedua sisi persamaan (8),
maka diperoleh

L) o, 2/(2)
1—y[ 310 "]‘p() p(2)— ) pa+(2+0)
©)

Berdasarkan Lemma 1 pada persamaan (9),

sehingga p<a, mengakibatkan
f € S/™(u; @) artinya  terbukti  bahwa
S5 (19) = S5 (1s9)

Theorem 2.

Misalkan(1 >0, o0 >-1, f € A). Maka

untuk #>0dan ¢@¢eN, diperoleh sifat
C;(u:9) < Ci (u:9).

Bukti. Menggunakan persaman (5) dan
teorema.1, kita selidiki sifat pada teorema 2

174 (2)

o 1) eCl(ug)
& feCli(ug)

terbukti bahwa C/ (1;4) < CH™(w;¢)

Selanjutnya dengan  menggunakan
Lemma 2 kita peroleh sifat pada kelas

Ci(uid) = C;™(w;9)

Teorema 3.

Misalkan (1>0, 6>-1, f e A). Maka
untuk g, p>0dan @, w €N diperoleh

sifat Q; (w, B ,w) < Q5™ (w, Bidy) .

Bukti. Akan ditunjukan
Q5 (u Bipy) < Q5 (w, Bid,w).

Misalkan f e Qf (u, B:d,v) . Maka
terdapat g € S} (1;¢) sedemikian hingga

1| 2(071()

5 g 7|7V €D
Himpunan
1 | z2(37 (z))'
- -4, @0
p(z) -5 179(2) A, (10
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dengan  p(z)=1+c,z+C,z°+... adalah 37 520 -
p'(z
analitk di D dengan  p(0)=1. -5 (Jig((z))) -8 |=p2) + - )q(z)+( )+(/1+5)
Menggunakan persamaan (4) , diperoleh J a #
A+0+1)101(2)-(1+6)I f
1-B)p(@)+ B = [+3+1)3; J(,i)l ((Z)+ ;") disebabkan q=<¢ dan
o 9 RA(2)(L— u)+u+(2+B)} >0,

(11)

selanjutnya dengan menggunakan aturan
logaritma turunan pada kedua sisi persamaan
(12), diperoleh

(-p)e) (1+0+1)3; f(2) - (24 oY) (J;-“g(z))'
- plolz)+ Z(J(f“f(z))' 142
(12)

kalikan z pada kedua sisi persamaan (12),
maka diperoleh

@-p) () _(i+6+1)20!1(0)
LS 01(2)
Z(J/Hl )

J3*1@1(2)

disebabkan g e S} (u;¢), dan berdasarkan

~(1+0)

(13)

teorema 1, g € S{™ (u; @).

Misalkan

1 Z(J(?”g(z))
1-u| J3579(2)

q(z) = —ul, (149

dengan q(z)=1+c,z+C,z°+... adalah
analitik di D dengan  q(0)=1.
Menggunakan persamaan (4),
diperoleh
(i+5+1) J; —q(z)m )t (2 +6)
5
(15)

dari persamaan(13) and (14), diperoleh

berdasarkan Lemma 2 diperoleh p <y
sehingga f € Q/™ (w, Bidw) ,  terbukti
bahwa Q5 (w1, Bi¢w) < Q5™ (. Bi )

KESIMPULAN DAN SARAN
Kesimpulan

Fungsi analitik dan univalen pada
persamaan (1) yang merupakan suatu kelas
A dengan subkelas-subkelas yang diberikan
dan dengan menggunakan operator integral,
maka dapat disimpulkan bahwasannya:

1. Pada starlike sifat yang berlaku
adalah S; (11,4) < S5 (14,9)

2. Pada convex sifat yang berlaku
adalahCJ (1,¢) < C;7" (1)

3. Pada close-to-convex sifat yang
berlaku adalah

Qs (i, Bidw) < Qi (w, Bidw) -

Saran

Pembahasan Kkali ini merupakan
pengembangan daripada kelas-kelas yang
telah diperkenalkan oleh peneliti sebelumnya.
Operator integral yang digunakan juga
operator integral yang diperkenalkan oleh
peneliti sebelumnya. Penelitian selanjutnya
dapat dilakukan dengan menggunakan kelas
yang lain tetapi operator integral yana sama,
atau dengan kelas yang sama tetapi dengan
operator integral yang lain.
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