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ABSTRAK 
 

Matriks Leslie dapat digunakan untuk menghitung jumlah populasi perempuan untuk masing-masing 

kelas umur pada waktu yang akan datang, jika diketahui jumlah populasi perempuan untuk masing-masing 

kelas umur awal dari populasi tersebut. Untuk mempermudah mendapatkan jumlah populasi untuk   tahun 

berikutnya, perlu didapatkan karakterisasi matriks Leslie. Pada matriks Leslie ordo tiga, jika tingkat 

kesuburan betina pada kelas umur pertama dan kedua sama dengan nol, dan hasil perkalian dari tingkat 

kesuburan pada kelas umur ketiga terhadap tingkat ketahanan hidup betina pada kelas umur pertama dan 

kedua sama dengan  , maka                                untuk    . Oleh karena itu, perlu 

didapatkan karakterisasi matriks Leslie untuk ordo yang lebih besar, seperti matriks Leslie ordo empat. 

Pengaplikasian serta pengembangan beberapa lemma dan teorema menghasilkan bahwa jika tingkat 

kesuburan betina pada kelas umur pertama, kedua dan ketiga sama dengan nol, dan hasil perkalian dari 

tingkat kesuburan pada kelas umur keempat terhadap tingkat ketahanan hidup betina pada kelas umur 

pertama, kedua dan ketiga sama dengan    maka didapat                                       
  untuk    . 

 

Katakunci: karakterisasi matriks Leslie ordo tiga, karakterisasi matriks Leslie ordo empat, matriks Leslie, 

pertumbuhan populasi 

 

ABSTRACT 
 

Leslie matrix can use to determine amount of female population for every age class in the future, if we 

know amount of female population for every initial age class. To simplify to determine amount of population 

for the next   years, need to be found characterization of Leslie matrix. In the Leslie matrix of order 3, if 

female fertility rate in the first and second age classes equal to zero, and the product of the fertility rate in 

the third age class and the female survival rate in the first and second age classes equal to 1, then     
                           for    . Because of that, we need to find characterization of Leslie 

matrix for the larger orders, such as Leslie matrix of order 4. Application and development of some lemma 

and theorems produce that if female fertility rates in the first, second and third age classes equal to zero, and 

the product of female fertility rate at the fourth age class and female survival rate in the first, second, and 

third age classes equal to 1, then obtained                                         for    . 
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Pendahuluan 
 

Matriks Leslie dapat memberikan gambaran 

umum tentang dinamika proses pertumbuhan suatu 

populasi, antara lain: mengenai pertumbuhan 

populasi pada jangka panjang, pendistribusian 

populasi dalam kelompok umur untuk jangka 

panjang, serta penerapannya pada suatu 

kebijaksanaan pemanenan untuk suatu populasi yang 

telah berkembang. 

Dengan menentukan karakterisasi matriks 

Leslie, maka dengan mudah akan didapatkan jumlah 

populasi untuk   tahun berikutnya. Apabila     , 

maka pada saat            , jumlah populasi 

kembali sama dengan jumlah populasi awal. 

Karakterisasi matriks Leslie telah diteliti 

sebelumnya oleh Mudin Simanihuruk dan Hartanto 

     ) dengan judul “Karakterisasi Matriks Leslie 

Ordo Tiga”. Pada karakterisasi matriks Leslie ordo 

tiga, kita akan memulai dengan cara membuktikan 

bahwa jika karakterisasi matriks Leslie ordo tiga 

adalah matriks diagonal positif maka tingkat 

kesuburan betina pada kelas umur ketiga harus 

bernilai positif. Kemudian, kita akan membuktikan 

bahwa jika karakterisasi matriks Leslie ordo tiga 

adalah matriks diagonal positif maka tingkat 

kesuburan betina pada kelas umur pertama, kedua 

dan ketiga harus bernilai nol. Selanjutnya akan 

ditunjukkan entri karakterisasi matriks Leslie ordo 

tiga pada periode ketiga adalah diagonal utama dari 

tingkat kesuburan betina pada kelas umur ketiga 

serta tingkat ketahanan hidup betina pada kelas umur 

pertama dan kedua. Selanjutnya akan dapat 

dijelaskan bahwa matriks Leslie ordo tiga adalah 

matriks diagonal positif. Dan pada akhirnya akan 

didapat karakterisasi matriks Leslie ordo tiga, yakni 

                              . Pada 

makalah ini akan dibahas bagaimana karakterisasi 

matriks Leslie ordo empat. 

Matriks Leslie merupakan suatu matriks yang 

digunakan untuk memprediksi jumlah dan laju 

pertumbuhan suatu populasi. Beberapa faktor yang 

berpengaruh dalam pertumbuhan populasi adalah 

tingkat kesuburan, tingkat ketahanan hidup dan 

rentang umur dari populasi. Didefinisikan    sebagai 

tingkat kesuburan betina pada kelas umur ke-  yaitu 

rata-rata jumlah anak betina yang lahir dari 

kelompok umur   saat waktu ke   per jumlah betina 

pada kelas umur ke- . Didefenisikan    sebagai 

tingkat ketahanan hidup betina pada kelas umur ke-  
yaitu peluang betina yang dapat bertahan hidup dari 

kelas umur ke   sampai     saat waktu ke  . 

Berikut adalah bentuk umum dari matriks Leslie 

  

[
 
 
 
 
      
    
    

   

      

  
  

         
         

      
  

     ]
 
 
 
 

 

     untuk           

       untuk             

Berdasarkan batasan masalah diketahui 

bahwa paling sedikit satu kelas umur dari     , 

karena jika        , maka pada kelas tersebut 

tidak ada kelahiran yang terjadi. Kelas umur yang 

memiliki nilai     , disebut kelas umur kesuburan. 

Diketahui     , karena jika      maka tidak ada 

betina yang dapat bertahan hidup kekelas berikutnya. 

Jika terdapat batas umur hidup dari betina 

pada suatu populasi adalah   tahun, dan populasi 

dibagi menjadi   kelas umur, maka masing-masing 

kelas umur memiliki rentang umur     tahun. 

Sebagai contoh dapat dilihat pada Tabel  . 

 

Tabel    Penentuan kelas umur 

Kelas Umur Rentang Umur 

1 [  
 

 
) 

2 [
 

 
 
  

 
) 

3 [
  

 
 
  

 
) 

    

    [
      

 
 
      

 
) 

  [
      

 
  ] 

Diketahui jumlah populasi betina pada 

masing-masing kelas umur pada saat    , dan 

dimisalkan       adalah jumlah betina di kelas umur 

pertama,       adalah jumlah betina di kelas umur 

kedua, dan seterusnya sampai       adalah jumlah 

betina dikelas umur  , maka jumlah keseluruhan 

populasi betina adalah 

                               
Jumlah betina pada masing-masing kelas umur saat   

dapat ditulis 

     

[
 
 
 
 
     

     

     
 

     ]
 
 
 
 

 

Vektor      dinamakan vektor distribusi umur awal. 

Untuk waktu      dengan         adalah 

jumlah betina di kelas umur pertama,         

adalah jumlah betina di kelas umur kedua, dan 

seterusnya sampai         adalah jumlah betina di 

kelas umur ke  , maka jumlah keseluruhan populasi 

betina adalah 

                                
         

Vektor distribusi umur   saat waktu     dapat 

ditulis 
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[
 
 
 
 
       

       

       
 

       ]
 
 
 
 

 

Didefinisikan pada waktu    , populasi pada kelas 

umur ke   adalah 

                           
                                                                              

Jika jumlah populasi betina pada saat ke   

untuk setiap kelas umurnya mencapai tahun ke    , 

maka untuk kelas umur pertama pada populasi saat 

    adalah semua jumlah populasi betina yang 

dilahirkan dan berada saat ke    
Didefinisikan jumlah betina pada kelas umur 

ke     dengan             saat waktu     

adalah rata-rata jumlah betina pada kelas umur ke   
pada waktu ke   yang bertahan hidup saat waktu 

   . Sehingga dapat ditulis: 

                                                            

dimana               

Atau dapat dibentuk model pertumbuhan 

populasi sebagai berikut. 

[
 
 
 
 
       

       

       
 

       ]
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
      
    
    

   

      

  
  

         
         

      
  

     ]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
     

     

     
 

     ]
 
 
 
 

 

Atau model pertumbuhan populasi dapat dituliskan 

sebagai berikut: 

                                                        

dengan        merupakan vektor populasi betina 

yang berisi prediksi jumlah populasi betina pada 

kelas umur saat    .   merupakan sebuah matriks 

Leslie berukuran    , dan      merupakan vektor 

populasi yang berisi jumlah populasi betina pada 

kelas umur saat  .  

Model pertumbuhan populasi pada Persamaan 

    digunakan untuk memprediksi jumlah populasi   

periode berikutnya. Untuk mengetahui prediksi 

jumlah pertumbuhan populasi hingga   periode 

berikutnya dilakukan beberapa pengembangan. Dari 

Persamaan     diperoleh 

              

                
          

          

                 

           

          

   

         (       )  

             

          

Sehingga untuk   tahun berikutnya, model 

pertumbuhan populasi menjadi 

                                                            

Pembahasan dan Hasil 
 

Lemma berikut akan menunjukkan bahwa 

entri dari matriks Leslie L ordo empat adalah 

bilangan positif. 

 

Lemma  :  

Misalkan   [

      

    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]  dimana :    

                             
  dan       . Jika       , adalah matriks 

diagonal positif, maka     . 

 

Bukti:  

Andaikan      maka   [

      

    

 
 

  

 

 
  

   

 
 
 
 

]. 

Diberikan sebarang matriks ordo empat      

[

         

         

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

]     . Akan ditunjukkan 

bahwa     bukan matriks diagonal positif, jika 

       
          

   [

         

         

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

   

] [

      

    

 
 

  

 

 
  

   

 
 
 
 

]  

 

[

                                 

                                 

           

           

           

           

           

           

   

 
 
 
 

]  

Karena         , maka    bukan matriks diagonal 

positif, kontradiksi dengan hipotesis dari Lemma. 

Oleh karena itu,     .           

Lemma  :  

Misalkan   [

      

    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]   dimana :    

                             
  dan       . Jika      atau      atau 

     maka ada dua entri positif pada baris pertama 

dari       . 

 

Bukti:  

Lemma akan dibuktikan dengan induksi pada  . 

Basis Induksi: Perhatikanlah bahwa baris pertama 

dari    yang dinyatakan dengan   
  sama dengan 

  
  [             ] [

      

    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

] 
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  [  
                       

          ]  
Perhatikanlah bahwa       . Jika     , maka 

      . Jadi ada dua entri positif dari    pada 

baris pertama, yaitu   
       dan     . Dan jika 

     maka ada dua entri positif dari    pada baris 

pertama, adalah   
       dan          . 

Kemudian, jika      maka ada dua entri positif 

dari    pada baris pertama, adalah           dan 

         . 

Hipotesa Induksi : Misalkan ada dua entri positif 

pada baris pertama dari     . 

Langkah Induksi : Akan ditunjukkan ada dua entri 

positif pada baris pertama dari   . 

Misalkan   
   

 [    ], adalah baris 

pertama     . Berdasarkan induksi hipotesa 

diperoleh : 

i.     dan     

ii.     dan     

iii.     dan     

iv.     dan     

v.     dan     

vi.     dan     

Perhatikanlah bahwa   
 

 dari    adalah 

  
 
 [    ] [

      

    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]  

       [                        ]  
i. Jika     dan     maka         

  dan      . Jadi, ada dua entri positif 

pada baris pertama dari   . 

ii. Jika     dan     maka         dan 

     . Jadi, ada dua entri positif pada 

baris pertama dari   . 

iii. Jika     dan     maka         dan 

     . Jadi, ada dua entri positif pada 

baris pertama dari   . 

iv. Jika     dan     maka           

dan        . Jadi, ada dua entri positif 

pada baris pertama dari   . 

v. Jika     dan     maka           

dan        . Jadi, ada dua entri positif 

pada baris pertama dari   . 

vi. Jika     dan     maka           

dan        . Jadi, ada dua entri positif 

pada baris pertama dari   . 

  

 

Lemma  :  

Misalkan   [

      

    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]   adalah matriks 

Leslie, dimana :                       
            dan       . Jika    adalah 

matriks diagonal postitif, maka     ,      dan 

    . 

 

Bukti:  

Karena    adalah matriks diagonal positif, maka    

memenuhi kondisi Lemma  . Oleh karena itu, kita 

simpulkan     . Selanjutnya, misalkan     , 

     atau     . Kita akan menunjukkan bahwa 

pemisalan ini akan menimbulkan kontradiksi seperti 

berikut. Karena     ,      atau     , maka 

dengan menggunakan Lemma  , kita peroleh bahwa 

   mempunyai dua entri positif pada baris 

pertamanya. Sehingga    bukan matriks diagonal 

yang dengan sendirinya bukan matriks diagonal 

positif, kontradiksi dengan hipothesis dari Lemma. 

Oleh karena itu, pemisalan     ,      atau 

     adalah salah. Sehingga     ,      dan 

    .     

Selanjutnya akan kita buktikan bahwa syarat perlu 

dan cukup agar matriks Leslie L ordo empat 

memiliki sifat      , untuk bilangan bulat    . 

Teorema berikut menunjukkan bahwa  

         
           

            
            

            
   

bila   adalah matriks ordo empat dimana entri pada 

baris pertama kolom pertama dan kolom kedua sama 

dengan nol.                                     

 

Teorema  : Misalkan   [

      

    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]  

dimana                          
         dan       . Jika untuk setiap 

entri pada     ,      dan     , maka  

         

           
            

            
            

  
 untuk     dimana    . 

 

Bukti:  

Lemma akan dibuktikan dengan induksi pada  . 

Basis Induksi: dengan mudah dapat ditunjukkan 

bahwa: 

    [

   
    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]  

   [

      

   
    

 

 
    

 
 

   

 
    

 
 

]  

        

   [

      

   
    

 

 
    

 
 

   

 
    

 
 

] [

   
    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]  
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   [

        
        

 
      

 
 

 
 

   

 
 

      

 

]  

        

   [

        
        

 
      

 
 

 
 

   

 
 

      

 

] [

   
    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]  

   

[

          
          
 
 

 
 

        

 

   

 
 
 

        

]  

Jadi, teorema di atas benar untuk    . 

Hipotesa Induksi : Misalkan teorema di atas benar 

untuk     yaitu 
        
               

              
              

              
      

Setelah kita menentukan hipothesa induksi, 

selanjutnya akan kita teruskan dengan 

menyelesaikan Langkah Induksi, yakni :  Akan 

ditunjukkan bahwa 
   

                
            

            
            

   
Perhatikanlah bahwa 

               

                  

Maka : 

 

 

1. Untuk           

          

[
 
 
 
          

     

           
    

 
 

 
 

          
   

 

   

 
 
 

          
   

]
 
 
 

[

   
    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]  

          [

   
            

     

 
 

            
   

 

 
            

   

   

            
   

 
 
 

] 

 

2. Untuk             

            

[

   
            

     

 
 

            
   

 

 
            

   

   

            
   

 
 
 

] [

   
    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]  

              [

                
   

   
              

   

 

 
              

   
 
 

   

 
              

   

 
 

]  

 

3. Untuk               

              [

                
   

   
              

   

 

 
              

   
 
 

   

 
              

   

 
 

] 

[

   
    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]  

               

[
 
 
 

                 
    

                  
   

 
                

   
 
 

 
 

   

 
 

                
   

 ]
 
 
 

  

 

4. Untuk                 
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[
 
 
 

                 
    

                  
   

 
                

   
 
 

 
 

   

 
 

                
   

 ]
 
 
 

 

[

   
    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]  

                 

[
 
 
 
                  

     

                   
    

 
 

 
 

                  
   

 

   

 
 
 

                  
   

]
 
 
 

  

  
 

Selanjutnya teorema berikut menjelaskan 

syarat perlu dan cukup bagi matriks Leslie L agar 

    adalah matriks diagonal positif. 

 

Teorema  :  

Misalkan   [

      

    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

]  adalah matriks 

Leslie, dimana                       
            dan       . Matriks     

adalah matriks diagonal positif jika dan hanya jika 

           dan     . 

 

Bukti:  

Andaikan     adalah matriks diagonal positif. 

Dengan menggunakan Lemma   terhadap     

diperoleh     . Selanjutnya aplikasikan Lemma   

terhadap     diperoleh           . 

Sebaliknya misalkan            dan     . 

Dengan mengaplikasikan Teorema   pada Teorema 

 , sehingga akan dapat kita peroleh bahwa     
     

           
            

            
            

    
Karena, jika      maka           . Oleh 

karena itu     adalah matriks diagonal positif. 

  

   

Akhirnya kita sampai pada karakterisasi 

dari matriks L sehingga       sebagaimana 

dinyatakan oleh teorema berikut. 

 

Teorema  :  

Misalkan   [

      

    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

] adalah matriks 

Leslie dimana                       
            dan       . Matriks       
jika dan hanya jika            dan 

          . 

Bukti:  

Andaikan      . Karena semua entri pada diagonal 

utama sama dengan  , maka jelas     adalah matriks 

diagonal positif. Berdasarkan Lemma  , kita peroleh 

          . Selanjutnya berdasarkan 

Teorema   kita peroleh          

           
            

            
            

  
. Karena      , maka          

   . Akibatnya 

          . 

Sebaliknya misalkan            dan 

          . Karena            maka jelas 

    . Perhatikan kondisi Teorema   yaitu 

           dan      terpenuhi. Oleh 

karena itu, berdasarkan Teorema   kita peroleh 

bahwa     adalah matriks diagonal positif. Dengan 

menggunakan Teorema   kita peroleh 

         

           
            

            
            

  
. Karena            maka      .           

Pada Teorema   kita lihat apabila            

dan            maka                     
                    untuk    .                                                     

  

 

Contoh Soal : 

Misalkan terdapat populasi bebek dengan data 

sebagai berikut. 

 

Tabel 2. Data jumlah bebek betina Ny Asmi  

Kelas 

Umur 

    

Umur 

(bulan) 

Tingkat 

kesuburan 

(    

Tingkat 

ketahanan 

(    

1              

2               

3              

4       0,6756  
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Karena data tersebut memenuhi syarat yang ada pada 

Teorema 2, yaitu            dan          
 , maka        

 

Kesimpulan 

 

Penelitian ini telah berhasil mendapatkan 

karakterisasi matriks Leslie ordo empat. Dibutuhkan 

  lemma dan   teorema untuk mendapatkan 

karakterisasi matriks Leslie ordo empat. Sehingga 

didapat karakterisasi matriks Leslie ordo empat, 

seperti dilihat pada Teorema  , dimisalkan   

[

      

    

 
 

  

 

 
  

   

  

 
 
 

] adalah matriks Leslie dimana 

                             
     dan       . Apabila            

dan            maka                     
                    untuk    .  
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