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Abstrak

Makalah ini membahas tentang model penyebaran penyakit campak menggunakan model SEIR
dengan laju penularan nonlinier incidence rate. Pada model ini poulasi terbagi menjadi empat subpopulasi,
yaitu Suspectible, Exposed, Infected, dan Recovery. Setelah model terbentuk maka diekplorasi keberadaan
titik ekuilibrium bebas penyakit dan endemik. Selanjutnya dilakukan uji kestabilan model dengan
menggunakan kriteria Routh-Hurwitzh. Simulasi diberikan untuk setiap titik ekuilibrium berdasarkan uji
kestabilan. Hasil yang diperoleh dari analisis model, yaitu terdapat satu titik ekuilibrium bebas penyakit dan
satu titik ekuilibrium endemik yang kestabilannya ditentukan oleh nilai parameter model.

Kata kunci: model SEIR, campak, kriteria Routh-Hurwitzh, stabil asimtotik, Ekuilibrium.

Abstract
This research discusses about the model of the spread of measles using the SEIR model with a
nonlinier transmission rate. In this model, population is divided into four subpopulations, namely Suspectible
(S), Exposed (E) , Infected (I), and Recovery (R). We explored model to determine the equilibrium points,
namely disease-free state and the endemic state. Then we used the Routh-Hurwitzh criteria to determine
their stabilities. The simulation is given for each stability around the equilibrium point. For this research we got
a disease-free state and an endemic state.

Keywords: SEIR model, Measles, Routh-Hurwitzh criteria, asymptotically stable, equilibrium states.

1. Pendahuluan

Penyakit campak merupakan salah satu penyakit endemik di negara berkembang. Penyakit
campak disekan oleh virus campak, dari family paramyxoviridae, genus Morbilivirus. Penyakit ini
diawali dengan adanya gejala awal demam, batuk, pilek yang kemudian diikuti oleh bercak
kemerahan pada kulit (Widoyono) [8]. Penyakit campak dinilai berbahaya karena dapat
menimbulkan komplikasi seperti peradangan otak, gangguan pernafasan bahkan kematian. Oleh
karena itu perlu adanya tindakan pencegahan untuk mengurangi laju penyebaran penyakit ini].

Perkembangan ilmu pengetahuan memberikan peranan penting dalam mencegah meluasnya
penyebaran penyakit campak. Peranan tersebut berupa model matematika yang mempelajari
penyebaran penyakit. Walaupun model matematika tidak mampu untuk menyembuhkan penyakit,
akan tetapi model matematika dapat membantu dalam memprediksi dan pengendalian penyakit
endemik di masa yang akan datang.

Model dasar tentang penyebaran penyakit pertama kali dirumuskan oleh Kermack dan
McKendrik pada tahun 1927 (Chasnov, 2009). Model yang diusulkan adalah model SIR
(Suspectible, Infectible, Recovered), kemudian berkembang model lainnya seperti model SEIR, S,
SEIV, SIRS, dan sebagainya tergantung dari jenis penyakit yang dipelajari [1,2,3,6]. Beberapa
jurnal model penyebaran penyakit campak telah banyak dibahas, salah satunya adalah jurnal dari
Moussa Tessa [5]. Jurnal ini membahas tentang model SEIR penyebaran penyakit campak dengan
vaksinasi. Sementara itu Siti Rahma [4] mengkaji jurnal dari Moussa Tessa yang menambahkan
asumsi adanya migrasi dalam penelitiannya. Jurnal dari Moussa Tessa dan Siti Rahma memiliki
bentuk penularan penyakit yang bersifat bilinier, artinya semakin banyak individu yang sakit akan
menyekan semakin banyak individu yang tertular penyakit.

Model matematika kebanyakan menggunakan laju penularan bilinier, yaitu mengasumsikan
bahwa dalam jangka waktu yang lama jumlah individu sakit akan bertambah banyak terus-
menerus. Kenyataannya belum tentu semakin banyak individu terinfeksi atau individu sakit akan
menyebabkan banyak individu yang tertular. Hal ini disekan oleh adanya antisipasi dari
masyarakat. Antisipasi ini terjadi karena adanya berbagai informasi dan berita yang berkembang di
masyarakat, Peristiwa ini disebut dengan Nonlinier Incidence Rate. Pemodelan yang
menggunakan persamaan Nonlinier Incidence Rate telah banyak dibahas dalam jurnal, salah
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satunya jurnal dari Mimi Yan dan Ruiqing Shi [7]. Jurnal tersebut membahas tentang sebuah
model S| penyakit menular dengan menggunakan Nonlinier Incidence Rate.

2. Metode dan Bahan
Metodologi penelitian dalam makalah ini adalah studi literatur dengan mempelajari buku-buku
dan jurnal-jurnal yang berhubungan dengan penyakit epidemi, khususnya model SEIR. Adapun
langkah-langkahnya adalah sebagai berikut :
a. Diberikan model SEIR [4]
b. Diberikan asumsi-asums: bahwa faktor kelahiran dan kematian diperhatikan, faktor migrasi

. . . . SI . .. . s21
diabaikan, mengubah laju penularan bilinear ’% menjadi nonlinier Incidence rate ﬁNz .

Asumsinya adalah untuk setiap individu yang terinfeksi maka tidak lagi terjadi penularan

sebanyak % tetapi menurun menjadi ﬁN—SZZ dikarenakan efek psikologis.

c. Menentukan titik ekuilibrium model SEIR penyakit campak. Titik ekuilibrium yang akan
dicari adalah titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemikt.

d. Menganalisa sifat kestabilan titik ekuilibrium dengan kriteria Ruth-Hurwich

e. Mensimulasikan model menggunakan Program Maple dengan terlebih dahulu menentukan
nilai parameter.

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Pembentukan Model
Terlebih dahulu didefinisikan parameter model: b menyatakan laju kelahiran pada populasi, p
menyatakan laju kematian alami, § menyatakan laju kontak penyebaran penyakit, 6 menyatakan
laju infeksi pada kelas Exposed, y menyatakan laju kesembuhan pada kelas Infected, dan «a
menyatakan laju kematian akibat penyakit campak pada kelas Infected. Kemudian S(t)
menyatakan kelas Suspectible yaitu jumlah individu yang masih sehat tetapi rentan penyakit
campak, E(t) menyatakan kelas Expose yaitu jumlah individu yang telah terinfeksi virus tetapi
masih alam masa inkubasi sehingga belum menimbulkan gejala penyakit, |(t) menyatakan kelas
Infected yaitu jumlah individu terinfeksi campak yang sudah menimbulkan gejala penyakit, dan
R(t) menyatakan kelas Recovery yaitu jumlah individu yang telah sembuh dari penyakit campak.
Diagram transfer untuk masalah tersebut dapat dilihat pada gambar berikut ini:
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Gambar 1 Model SEIR pada Penyakit Campak dengan Vaksinasi dan Laju Penularan Nonlinier
Incidence Rate

Berdasarkan diagram transfer diperoleh reprentasi untuk model cpenyebaran penyakit
campak seperti berikut:

2
d—S:bN—ﬂS ! S

—_—— la
dt N2 (1)
dE 5%
— = -0k — uE 1b
it N2 H (1b)
d—l—éE—yI— | —al (1c)
dt #
drR
- - R 1d
o A—p (1d)
Model (0] mempunyai solusi (S,E,I,R) sebagai himpunan
&= {(S,E,I,LR)|S =0,E >0, >0,R > 0,S+E+I+R=N}.
Selanjutnya model Q) dapat direduksi dengan pertimbangan

R(t) = N(t) = S(t) — E(t) - I (t) :
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2
dS _ N B g

— = — 2
dt N2 @)
dE 5%

— = — OE — uE 2b
it N? u (2b)
d—l—éE—;/I— | —al (2c)
dt #

yang solusinya adalah himpunan: Q = {(S,E,[,LR)|S =0,E =0, >0, S+E + [+ < N}.

3.2. Titik Ekuilibrium
Dengan menghitung persamaan (2a)-(2c) disamakan dengan O maka diperoleh titik
ekuilibrium bebas penyakit (S, E, ) = (bTN,O,O). dan Endemik (S*, E* I*) =

[

_ G+wly+u+a)N _ G+wWy+u+a)N
+wy+pu+a)N bN H<\/ op )bSN 'u(g(\/ op )\|

sp §+u ' G+wly+p+a) /

3.3. Kestabilan Titik Ekuilibrium
Model (2) memiliki matriks Jacobian sebagai berikut:

|[b TNz T u b b - N2 }
S,E, 1) = 2p1 Bs?
]f( ) | 7 —-5—p N_SZ |
l 0 1) -y—u—-a
. bsB i . PN bN .
Teorema 1: J|kam < 1 maka titik ekuilibrium bebas penyakit (S, E,T) = (7, 0,0) stabil
asimtotik lokal.
Bukti:
Matriks Jacobian J£(S, 0,0) dari matriks Jacobian tersebut adalah:
&2
l[b ~0-u b - 1|
5,0,0) = BS?
(S 00)=1 o  _s5_, A
0 1) -y —u-— aJ

Persamaan karakteristik dari det(AI -J(5 0,0)) adalah:

@=b+ W@A+8+wA+y+p+a)-@—b+ ) (-E5)(=6) =0

Misal: b=w,u=x, 6+u=y, y+put+ta=z
maka
$? $2 $2
/13+(y+z—w+x)/12+(yz—Wy—Wz+xy+xz—€v—26)l+xyz—wyz+€v—26w—[jV—Z(?x
=0
Substitusikan § = bTN sehingga
2

5 , w w
B+y+z-w+x)A +<yz—wy—wz+xy+xz—ﬂ(;) 6>/1+xyz—wyz+36w(;)

Wh 2
— B6x (;) =0
Maka diperoleh persamaan karakteristik:
MB+al2+a,A+a;=0
dengan:
a,=y+z—-w+x

2

WA 2
a2=yz—wy—wz+xy+xz—ﬁ6(;)

az = xyz — wyz + Béw (g)z — Box (g)z
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Untuk menentukan sifat kestabilannya, digunakan kriteria: a; > 0,a; > 0 dan a,a, > as.
1 =y+z—w+x, karena§=b7N=W—Ndan S<N makaW7N<N<:>%<1(=>w<x<:>x—w>0.

Jadi,a; =y+z—w+x > 0. Didapatkan a; > 0

o mon e+ () oo (-2(2)

_ Bsw\ _ bép
Karena x —w >0, dan (xyz) = G ytD

x) (yz—wy— wz + xy +xz — 6 (%)2) - (xyz—wyz+B5W(¥)2 — Box (¥)2> -

<1 maka a; >0aq.a,—a;=(y+z—w+

xyz

(y+2) (y(x —w)+z(x—w)+yz (1 - (ﬁm))) + (y + 2)(x — w)?

mw) = bok <1 maka a;a, —az >0

Karena (x — w) > 0, dan (xyz WG+ (y+uta)

Berdasarkan pembahasan tersebut, maka diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit stabil
asimtotik.

Teorema 2: JikaM < 1 maka titik ekuilibrium endemik penyakit (%, E*, I*) stabil
(8b)+(b(y+u+a))
asimtotik.
Bukti:
Matriks Jacobian dari Jf(S*, E*, I1*) adalah:
[ ﬁS*I* S*Z 'l
Ib -2 Nz T H b b - I
]f(S*, E*,I*) — | ﬁS*[* ﬁS*Z |
| 22 I R
l 0 é -V —U— aJ

Persamaan karakteristik dari det(Al — J(S*,E*,I*)) = 0 adalah:
BS*I* BS*Z

((A—b+2 » NZ)(—Z

* % *2

y+ut+a)+(1-b+250+ /«l)(—ﬁ;z )(—5) =0

Untuk memudahkan pada analisis, maka di lakukan pemisalan yaitu misalkan

b=w, u=x,0+u=y,y+pu+a=2zdmanaw<x<y

Maka persamaan karakteristiknya akan menjadi:

A3+ (y+z—w+x+2ﬁz—*21*)12+(yz—wy—wz+xy+xz+

)(/1+8+u)(/1+y+u+a)+<— 220 a+

) -8)) —b (-

2By 4280, 28y
N N

* % *2
B; 6)/1+( Wyz+xyz+2651yz—2BSI6 —ZBISV—ZIW2+FSW—BNS—26x>=
oz B (<S+u)(§+u+a)N B@E+w(y+u+a)N? S )
Substitusikan BN—Z = - = - = AT = 2, sehingga

/13+(y+z—w+x+2ﬁf,—21*)12+(—wy—wz+xy+xz+ 2‘8 21 y+25221 —Zﬁi’;*w)l+

BS*I* BS 1* BS*I* _
(28 yz -2 sw - 28 L wz) = 0

2
Persamaan tersebut dapat ditulis menjadi:
/’l3+a1/’{2 +a2/1+a3 =0

dengan:

BS*I*
a1=y+z—w+x+2v
a2=—wy—wz+xy+xz+2BSIy+2BSI ZBI‘?,ZI

a3_2

ﬁS*l*yZ_ZB;‘I*ZI Sw _2ﬁ51

Untuk menentukan kestabilan t|t|k ekuilibrium endemik penyakit, maka digunakan kriteria a; >
0,a; > 0,a,a, > as.

y+z—w+x+2BSI Karena x —w > 0, makaa; >0
pS*I* pS*I* BS*I*
a3 =2——— Nz Y~ 2 Nz Sw — 2 Nz WZ
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S*I*
= Z'BN2 (yz — 6w —wz)
Karena —2= CHOOHIHD o 1 maka as > 0

SwH+wz = (D) +(b(y+u+a))
BS*I*
alaz—a3=(y+z—w+x+2 NZ)(—wy—wz+xy+xz+ 2

Bs*I* Bs 1 Bs'I* Bs*r Bs'r*
2=z =25 w)—(Z 7 VZ— 276w — 2= WZ)

BS*I*
N2

y+

=@ +2)(yx—w)+z(x—w)) + (y +2) (Zﬁ,f,?* (y- W))+2ﬁi]—*21*22 +
(=) (= 265+ 250 42 425 tx-w+

ﬂf;l*(y+z—w))+2

Karenaw < x <y maka a,a, — az; > 0.

BS*I*
N2

z(x—w) + 2 (6w +wz)

3.4. Simulasi
a. Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Tabel 1. Parameter pada Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Parameter Nilai Parameter
b 15

0.8

25

0.6

0.1

0.03

50

2R IR (&= ™
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404
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20 ) 60 50 100

104
z
I

S =
Gambar 2 Simulasi Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

1]

Berdasarkan Gambar 2 tampak bahwa populasi pada kelas S terjadi peningkatan karena
adanya individu lahir yang masuk ke kelas S, Sedangkan populasi pada kelas E terus turun
menuju angka nol. Penurunan populasi pada kelas E disekan karena adanya laju kontak antara
populasi yang rentan dan populasi terinfeksi, adanya kematian alami dan laju perubahan individu
yang terjangkit menjadi terinfeksi. Sedangkan populasi pada kelas | juga mengalami penurunan
menuju nol yang disekan karena populasi berada dalam kondisi bebas penyakit sehingga penyakit
tidak dapat bertahan didalam populasi, artinya dalam waktu tertentu individu yang terinfeksi
berkurang dan akan hilang dari populasi
b. Titik Ekuilibrium Endemik Penyakit

Tabel 2. Parameter pada Titik Ekuilibrium Endemik

Parameter Nilai Parameter
b 0.05
B 0.8
U 0.1
1) 0.2
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a 0.05
y 0.03
N 100
104

| 5 IE 1]

Gambar 3. Simulasi Titik Ekuilibrium Endemik Penyakit

Berdasarkan Gambar 3 terlihat bahwa populasi S mengalami penurunan karena adanya kontak
dengan individu infected dan terjadinya kematian alami. Sementara populasi exposed dan infected
mengalami kenaikan yang mengakibatkan jumlah individu yang terinfeksi bertambah dan tidak
pernah hilang karena populasi berada dalam kondisi endemik.

4. Kesimpulan
Pada model SEIR penyakit campak dengan laju penularan nonlinier incidence rate
diperoleh 2 titik ekuilibrium yaitu titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Jika

— B ~1 maka titik ekuilibrium bebas penyakit stabil asimtotik lokal, sedangkan jika
u(S+w(y+pta)

D _ o 4 maka titik ekuilibrium endemik stabil asimtotik.

(D) +(b(y+u+a))
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