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Abstrak

Jurnal ini membahas tentang model matematika penyebaran virus hepatitis B menggunakan model
SEICR pada populasi terbuka. Langkah untuk menganalisa model dengan mendapatkan titik kesetimbangan
bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemic penyakit kemudian menganalisa kestabilan kedua titik
kesetimbangan.Simulasi diberikan berdasarka nnilai-nilai parameter yang terkaitdalam model yang
menggambarkan kondisi pada setiap kelas subpopulasi. Berdasarkan penelitian diperoleh bahwa titik
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemic penyakit stabil asimtotik jika memenuhi
syarat tertentu.

Kata Kunci: Routh-Hurwitz, SEICR, stabil asimtotik, titik kesetimbangan.

Abstract
This paper discusses the mathematical model of hepatitis B virus spread using SEICR model at
opened population. The step to analyze the model by determining the disease-free equilibrium point and the
endemic equilibrium point of the disease, then analyzes the stability of the two equilibrium points. The
simulation is based on the corresponding parameter values in the model under subpopulation class condition.
Based on the study it was found that the equilibrium state free disease and equilibrium state endemic disease
if certain to standard.

Keyword :Asimtotic stable, equilibrium state, Routh-Hurwitz, SEICR.

1. Pendahuluan

Seiring perkembangan zaman yang semakin maju saat ini suatu analisis yang ilmiah sangat
diperlukan untuk setiap peristiwa yang berlaku sehari-hari di dalam masyarakat. Peristiwa—
peristiwa yang terjadi dapat dianalisis dari berbagai macam sudut pandang, misalnya dari sudut
pandang ekonomi, sosial budaya, politik, kesehatan, epidemi dan sebagainya. Model matematika
merupakan salah satu alat yang dapat digunakan untuk menentukan solusi dari peristiwa epidemi.
Salah satu contoh kejadian epidemi adalah penyebaran penyakit hepatitis B.

Hepatitis B adalah infeksi hati yang disebabkan oleh virus hepatitis B (VHB), suatu anggota
famili hepadnavirus. Hepatitis B dapat menyebabkan penyakit hati kronis dan infeksi kronis serta
menempatkan orang pada risiko kematian tinggi dari sirosis hati dan kanker hati. Infeksi hepatitis B
terjadi hanya jika virus hepatitis B mampu memasuki aliran darah dan mencapai hati. Setelah di
hati, virus mereproduksi dan menghasilkan sejumlah besar virus baru ke dalam aliran darah

Salah satu alasan utama untuk mempelajari virus hepatitis B (VHB) adalah untuk
meningkatkan kontrol dan menurunkan infeksi dari populasi. Model matematika dapat menjadi alat
yang berguna dalam pendekatan yang membantu untuk mengoptimalkan penggunaan sumber
yang terbatas atau hanya untuk tujuan pengendalian.

J. Pang dkk [7], mengembangkan sebuah model untuk mengeksplorasi dampak vaksinasi
dan langkah-langkah pengendalian lain infeksi VHB. Model ini memiliki perilaku dinamik sederhana
yang memiliki keseimbangan bebas penyakit stabil asimtotik global ketika jumlah reproduksi dasar
kecil sama dengan satu, dan keseimbangan endemik stabil asimtotik global saat reproduksi dasar
lebih dari satu. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa vaksinasi adalah ukuran yang sangat
efektif untuk mengontrol infeksi.

Zhang dan Zhou [13], mengemukakan analisis dan penerapan dari model VHB. Hasil
penelitian menunjukkan bahwa dinamika model sepenuhnya ditentukan oleh jumlah reproduksi
dasar. Jika reproduksi dasar kecil satu, keseimbangan bebas penyakit stabil global. Ketika
reproduksi dasar besar satu, keseimbangan bebas penyakit tidak stabil dan penyakit terus-
menerusada. Model yang ada diterapkan untuk transmisi VHB di Cina. Nilai parameter dari model
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diperkirakan berdasarkan data epidemi VHB di Cina. Didapat hasil simulasi cocok dengan data
epidemi HBV di Cina.

Ali Vahidian Kamyad, dkk [8], mengembangkan sebuah model untuk mengeksplorasi
pengaruh vaksinasi dan pengobatan terhadap VHB. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa
kombinasi vaksinasi dan pengobatan adalah carayang paling efektif untuk mengendalikan infeksi
virus hepatitis B.

Berdasarkan ulasan di atas, terutama pada jurnal Ali Vahidian Kamyad yang membahas
model matematika penularan virus hepatitis B di bawah pengaruh vaksinasi dan pengobatan
namun pada populasi tertutup, maka penulis tertarik untuk mengkaji pada populasi terbuka.

2. Hasil dan Pembahasan
Model SEICR membagi populasi menjadi lima kelompok suspectible (S), exposed (E),
infected (1), chronic carrier (C), dan recovered (R). Model SEICR dapat dibentuk dengan asumsi
dari Ali Vahidin Kamyad [8] dengan mengganti dari populasi tertutup, menjadi populasi terbuka
Berdasarkan asumsi yang telah diberikan, maka diperoleh system persamaan diferensial
sebagai berikut :

z—?=v+5l—p(l+6C)S—(v+ul+§2)8 @

ol +0C)s (v, + 6, ) @

dl

E:ﬁlE_(v_'_IBZ_'_é‘Z)I (3

dC

—t=vPlC+P2,82I—(v+ﬁ3+u2+52)c @)

dR

E:(l_Pz)ﬁzl+(ﬂ3+u2)c+uls_(v+52)R (%)
Dengan :

VP, adalah populasi yang baru lahir dari penderita yang terinfeksi kronis, p(I +6C) adalah laju
perpindahan dari kelas suspectible (S) menjadi eksposed(E), U, adalah laju perpindahan dari kelas
suspectible (S) menjadi recovered (R) dengan adanya vaksinasi, £, adalah laju perpindahan dari
kelas eksposed (E) menjadi acute infected (1), P,, adalah laju perpindahan dari kelas acute
infected (1) menjadi chronic carriers (C),(l—Pz),B2 adalah laju penyembuhan dari kelas acute

infected (I) menjadi recovered (R), 5, adalah laju penyembuhan dari kelas chronic carriers (C)

menjadi recovered (R) secara alami, U, adalah laju penyembuhan dari kelas chronic carriers (C)
menjadi recovered (R) dengan pengobatan, V adalah laju kematian alami dan kelahiran kelahiran,
o0, laju imigrasi, &, laju emigrasi.

2.1. Titik Kesetimbangan dan Kestabilan

” . ) i ds dE dl dcC drR
Titik kesetimbangan diperoleh apabila — =0,— =0,— =0,— =0,dan— =0.Titik
dt dt dt dt dt

kesetimbangan terbagi menjadi dua vyaitu, titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemic penyakit. Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah suatu kondisi tidak
ada lagi penyakit yang menyerang, dengan kata lain tidak ada lagi individu yang terserang virus
hepatitis B atau I —C O T|t|k kesetimbangan (equilibrium) bebas penyakit pada model ini
dinotasikan dengan( ,C, ) Dari analisis model diperoleh titik kesetimbangan bebas

penyakityaitu(é,é, élé)
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VES, u,(v+5,)
’010101
(V+u, +6,) (V+ 8, \v+u, +5,)

Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit
Titik kesetimbangan endemic penyakit adalah suatu kondisi penyakit selalu ada di dalam populasi,
atau selalu ada individu yang terserang virus hepatitis B. Titik kesetimbangan endemic penyakit

pada model ini dinotasikan dengan (S*, E"1°,C, R*). Dari analisis model diperoleh titik
kesetimbangan endemic penyakit adalah (S*, E"1°,C, R*):
dengan
S* — (V"':Bl +52)(V+183 +U, +52 _Vpl)(v-l_ﬂZ +52)
pﬂl((v+ﬂ3 +U, +6, —VP1)+&32ﬂ2)
_ (VS (VU +8,)87 )V + B +U, + 6, —VR NV + B, +65,)
B(VP.P.B; +(p(V+ B: +U, + 38, —VP )+ pO.P.3,)8")

o (V8 - (AU +68,)S" NV + B +U, +5, —VR)

(Vpl-Pz,Bz +(,O(V+ﬂ3 +U, + 0, —V|31)+p9.P2ﬂ2)S*)
_ PS,(v+ 8 —(V+u, +5,)S")

VPP, +(p(v+ fs +U, + 8, —VR)+ pO.P, 3, )8"
R* — uls* +(,B3 +u2)C* +(1_ Pz)ﬂzl*

(V+9,)

*

*

Kestabilan Titik Kesetimbangan

Setelah diperoleh titik kesetimbangan, selanjutnya akan dianalisa kestabilan dari titik
kesetimbangan tersebut. Kestabilan titik kesetimbangan Persamaan (1)-(4) dapat didekati dengan
melakukan linearisasi menggunakan matrik Jacobian, dimana masing-masing fungsi diturunkan
secara parsial terhadap variabel pada fungsi tersebut. Sehingga diperoleh sebagai berikut :

- p(1 +6c)—(v+u1+52) 0 - S —(VP1+pHS) 0o ]
p(l +¢9C) —(v+ﬁl+52) S olo} 0
J = 0 By —(v+,82+52) 0 0
0 0 PZ,B vPl—(v+ﬁ3+u2+52) 0

i Uy 0 (1-P2?)/32 By +uy —(v+65) |

Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit
Teorema 1 Jika :

(@ V+ S, +U,+0, > VR

LSV +(V+ B +8, v+, +8,(vV+ B, +u, +6,)-VR) >
ﬂlpé((v+ﬂ3 +U,+6,)+ P,p )+ U, + S,VP,

© (VB =(V+B,+u,+6,)] > S

maka titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik lokal.
Bukti :

(b)
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Kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit diperoleh dengan cara mensubtitusikan titik

kesetimbangan bebas penyakit(é, E,I,C, Ii)z ((V::—%,O,O,O, (V+ ;1)((\\//13‘1 )+ 5 )] ke
1 2 2 1 2

matriks Jacobian pada Persamaan (5) Sehingga diperoleh J( AAAAA )~ /1‘ sebagai berikut :

(—W+8) - D(Ww+u +6) - DA

+(WHBL+8) + 0+ +6) — (P — W+ s + 11 +6,)) ) 12
+<(U+ﬁ1 +8)w+ B+ 6)—(w+ By +52)(VP1 —-(w+ptu, +52))

—(+ By +8,)(wPy — (W + B3 + uy + 8,))—P1pS

+53)

(Upl —W+pstu + 52)) + Bipg(vﬂ —(W+pstu, + 52)) — BiP,B,p8S =0 (6)
Berdasarkan Persamaan (6) diperoleh nilai untuk 4, dan 4, yaitud, = —(v + §,)dan

A, = —(v + u, + 6,)yang mempunyai nilai eigen bernilai negatif. Selanjutnya akan dicari nilai eigen
untuk A,, 4, , dan A5 sebagai berikut :

)’1_(”"'.31"'52)(”"'32

Misalkan :
—(W+p+8)-2 pS p6S
A= B1 —-(Ww+p+6)—4 0 ]
0 P, B, vPp— (w+Bs+tu,+6,)—2

Untuk As, A4, dan As didapat dari determinan matriks A, diperoleh persamaan karakteristik dari

matriks A sebagai berikut :
(—a; = D)((—az = Dz = 1) — i (azpS — pS1— P,,p683) = 0
o B+ (agtay—az)? + (a1, — apag—ayas—B1pS)A — (ayayas — BipSas + B PoB,p8S) =0,
dengan:
a; =+ By +8;)
a,=W+p;+6)
a3 =vP— (w+Bs+u, +8,)
Persamaan diatas dapat diubah menjadi bentuk berikut:
apA® + a; A2 + a;l+ a3 =0, @)
dengan:
a, =1
A=W+ B48)+ W+ +68,) — (vPL— W+ s tup +6,))
a,=W+P1+8)W+ P+ 8) — W+ By +8)(vPr — W+ s +u, +6,))
—(w+p,+ 52)(17P1 —(W+pstu, + 52)) - Blp§
asz = ﬁlpg(vﬂ —(W+pBs+u, + 52)) —(W+ B +8)W+ B+ 52)(17[')1 —W+pBtu + 52))
_51P9~§Pzﬁz
Berdasarkan kriteria Routh Horwitz, dengan menggunakan persamaan karakteristik(?),yaitu

jika a; > 0, a; > 0, dan a,a, > a5 titik kesetimbangan bebas penyakit (§, é, f, é, IQ) adalah stabil
asimotik. Hal ini menunjukkan bahwa pada populasi tidak terjadi penyebaran penyakit.

Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit
Teorema 2 Jika :
@ v+pBs+u,+ 5, >vP
(b) v+6, > Ww+u, +8,)S*
(€) p2BiS*(I* + OC*) + bybyby + (byb, + bybs + byby) (v + B3 + up + 8,) — vPy) >
pB1S* (epzﬁz + by + ((77 +Ps +u; +63) - VP1))
(d) pp(I"+6C7) (Pzﬁsz1 +p0S* +pS*((W+ B3 +uz +6,) — vPl)) + bybybs((v + Bs + uy +
82) - vPl) > pﬁlbls* (((U + B3 + uz + 82) - vPl) + epzﬁz), dan

e) fs(fifa—f3) > f12f4

dengan :
by = p(I* +6C*) + (v +u; +6,) b, = (v + fy +62)
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b3=(v+,82+62) b4=vP1—(l7+ﬁ3+u2+52)
fi=by+by+b;—b,
fa = biby + byby — byby + bybz — byby — bsby — ppyS”
f3 = pB16C*S™ + bybybs — bybyby—byb3by — pB10S*Pofy — pB1S™Dy
+pP1S by + p?By1*S”
fa = pBLOCPyBovP;y + pPBil*PofovPy + p?BiO1°S* Py, + p? 5167 C*S™ Py 3,
+pf1S*byby — p*B10C*S* by — bybyb3by — pP10S* Py by — p*B117°S™ b,
Maka titik kesetimbangan endemic penyakit stabil asimtotik lokal.
Bukti :

Kestabilan titik kesetimbangan endemik penyakit diperoleh dengan cara mensubtitusikan titik
kesetimbangan endemik penyakit (S*, E*17,C, R*) ke matriks Jacobian pada Persamaan (5)
Sehingga diperoleh |J(s g ¢+ z+ — 4| Sebagai berikut :

(=W +8) = D(=p(I"+0C") = (W+u + 8) —D(=W+ 1 +6) —D(=W+ f + 6,) — D (WP, —
W+Bs+u, +8) —D)—B1pS*(—p(I*+0C*) — (w+u, +6,) —DWP, — W+ B3 +u, +6,) — )+
B1pOS Pofo(—p(I" + 6C*) — (v + uy + 8,) = A) = B1p?S*(I* + 0C*)(vPy — (v + B35 + up + 8,) —

) + PPy (p(I* + 6C*)(vPy + pBS™) =0 (8

Berdasarkan Persamaan (8)diperoleh nilai untuk 4, yaituA, = —(v + §,)yang mempunyai nilai
eigen bernilai negatif. Selanjutnya akan dicari nilai eigen untuk 4,, 4,, 4,, dan A sebagai berikut :

Misalkan :
B
[—p(l* +0C)—(Ww+u, +6,)— 1 0 —pS* —(vP; + p0S*) 1
| p(I" +6C) —W+p+8)—2 pS” poS* |
~| 0 By —W+ By +8,) -2 0 I
| 0 0 P,5, VP, — (v + Bs +up + 6,) — A

Untuk 4,, A3, A4, dan As didapat dari determinan matriks B, sehingga diperoleh persamaan

karakteristik dari matriks B sebagai berikut :
(=by = D) (=b, = D)(=b3 — 1) (by — 1) — (=by — A)B1pS*(by — 1) + (=by — 1), p6S" P, 3,
—p(I" +0C*)B1pS*(by — A) + p(I" + OC™) B, P, (VP + p8S™) =0
A% + (by+by+bs — b)A> + (byby + bybs—byba+bybs — byby—bsb, — By pS™) A2

+(p*B,6C*S*+b1byb3 — bibyby — bybsby—bybsby — pB10S* Py — by f81pS™ + B1pS by + p?B1I"S™)A +
(pB1OC*P,BovP; + pPil* P, BovPy + p?Bi601°S* Py B, + p?B16%C*S* Py, + pPBiS*biby — p?B10C*S*hy —
bybybsb, — pB10S*Pyfyby — P2ﬁ11*5*b4) =0
dengan :

by =p(I"+60C)+@W+u, +6,) b; =W+ B, +68,)

b, =W+ B, +6,) by =vP;— (V+ B3+ u, +6,)

Persamaan di atas dapat diubah menjadi bentuk berikut:
agA* + a3 + a2 +azd+a, =0 9)

dengan:

a, =1
a,=(p(I"+0C)+@W+u  +68))+ W+ B +8)+ W+ +68) — (vPL— W+ s+ uy +6,))
a,=(pI"+0C) + W +u +8))w+ By +8) + (p(I" +0C) + (W +u, +8,))(w+ B, +68,)

—(pI*+6C) + (W+u; +8))(vPL— (W + B3 +uy +68))
+@W+ B +8)w+ B, +52)—(V+B1+52)(VP1_(V+33+U2+52))
— W+ +8)(vPy— W+ Pz +uy + 52)) — B1pS”
as = p2B0C*S* + (p(I" +0C*) + (W +uy + 8)) W + 1 + 8)(w + B + 53)
—(pI*+6C) + (W+u, +8)) W+ B+ 8)(vPL — (+ Bs +uy +6))
—(pI*+6C) + (W+u+8,)) W+ By + 6)(vPy — (v + B3 + up + 8,))
—W+p +8)w+ B+ 52)(VP1 — W+ Bs+uy+6,)) — pPr0S™ PP,
- (p([* +0C)+ Ww+u, + 52)),81p5* + ,BlpS*(vPl —(w+Bs+u + 62)) + p2B,I*S*
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ay = pB1OC P,y vPy + pfiI"PoovPy + p?,01°S* Py 8, + p? 167 C*S™P, 3,

+pBS (p(I* + 6C*) + (v +uy + 8,))(vP, — (v + B3 + uy + 6,))

—p2B0C*S* (VP — (v + B3 + uy + 63))

—(pI"+6C) +(W+u, +8)) W+ By + 8,) (W + By + 8,)(vPy

— W+ B3 +uy +8,)) — phrOS Pofo(p(I" +6CT) + (v + uy +6,))

— P2 " S*(vPy — (v + B3 + uy + 65))

Berdasarkan kriteria Routh Horwitz, dengan menggunakan persamaan karakteristik(9) ,

yaitu jika a, >0,a, >0,a, >0,dan aa,a, >a’ +a’a, titik kesetimbangan endemic penyakit adalah
stabil asimotik. Hal ini menyatakan bahwa selalu ada individu yang terinfeksi di dalam populasi.

3. Simulasi

Simulasi Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Nilai parameter yang digunakan pada simulasi titik kestimbangan bebas penyakit model epidemik
SEICR, yaitu sebagai berikut :

Parameter Nilai
v 0,0121 06
p 0.8
) 0’5 0.5
By 6 per tahun 04 &
B2 4 per tahun
Bs 0,025 per tahun v
P 0.11 02
p, 0.5
Uy 0.9 o
U 0.9 0
1} 10 20 30 40 0 ) 70
g: gg §=—— E=—— I i cC—R
So 0.493
E, 0.0035 Gambar 1. Simulasi Titik Kesetimbangan Bebas
I 0.0035 Penyakit
Co 0.007
R, 0.493

Berdasarkan Gambar 1 terlihat bahwa populasi S mengalami penurunan karena terjadinya
emigrasi, kematian alami, serta adanya populasi yang terjangkit virus hepatitis B, serta
berpindahnya populasi ke kelas recovered karena adanya vaksinasi. Penurunan populasi pada
kelas exposed disebabkan karena adanya kematian alami, emigrasi dan laju perubahan individu
yang terjangkit menjadi terinfeksi. Sementara itu populasi pada kelas infective (I), dan juga kelas
chronic carrier(C) mengalami penurunan secara signifikan menuju nol yang disebabkan karena
populasi berada dalam kondisi bebas penyakit sehingga penyakit tidak dapat bertahan didalam
populasi, artinya dalam waktu tertentu individu yang terinfeksi akan hilang dari populasi.
PopulasiRmengalami peningkatan karena terjadinya perpindahan dari kelas suspectible, Infected,
serta Chronic Carrier.

Simulasi Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit

Parameter Nilai
v 0,0121
p 9,845
0 0,5
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B1 6 per tahun Nilai parameter yang digunakan pada simulasi titik
B, 4 per tahun kestimpangz_an endemik penyakit model epidemic SEICR, yaitu
B, 0,025 per tahun sebagai berikut :

P, 0.11

P, 0.5 Ny

Uy 0.1

U, 0.9 04

& 0.5 . L

I 0.5

So 0.493 02

E, 0.0035

I 0.0035 B f

Co 0.007 |

Ry 0.493 §—— E— I —— C—R

Gambar 2.Simulasi Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit

Berdasarkan Gambar 2 terlihat bahwa populasi S mengalami penurunan karena terjadinya
emigrasi, kematian alami, serta adanya populasi yang terjangkit virus hepatitis B, serta
berpindahnya populasi ke kelas recovered karena adanya vaksinasi. Sementara itu populasi pada
kelas exposed (E), infective (I), dan chronic carrier(C) meningkat namun selanjutnya mengalami
penurunan karena adanya pengobatan terhadap individu yang sudah terjangkit virus hepatitis
Populasi R mengalami peningkatan karena terjadinya perpindahan dari kelas suspectible, Infected,
serta Chronic Carrier, selanjutya masing-masing kelas bergerak konstan menuju titik
kesetimbangan endemic penyakit. Hal ini menunjukkan bahwa di dalam populasi tersebut selalu
terdapat individu yang terinfeksi virus hepatitis B.

4. Kesimpulan
Model SEICR penyebaran virus hepatitis B di bawah pengaruh vaksinasi dan pengobatan
dengan adanya migrasi memiliki dua titik kesetimbangan yaitu,

. - . &5 7T ADB) v+8, u1(v+641) -
a Titik kesetimbangan bebas penyakit (S E,I,C,R)= ((v+u1+5z),0,0,0, (v+52)(v+u1+62)). Titik
kesetimbangan bebas penyakit akan stabil asimtotik lokal jika memenuhi Terorema 1, yang

artinya dalam waktu yang lama penyakit akan hilang dari populasi.

b Titik kesetimbangan endemik penyakit (S*, E"1°,C, R*), dengan :
5" = (V+131 +52)(V+163 +U, +6, _Vpl)(v+ﬂ2 +52)
Pﬂl((v"'ﬁs +U, + 6, —VPl)+6PZﬂ2)
e _ (V48— (v, +8,)8 v+ B, +U, +8, —VP YV + B, +3,)
,Bl(vpl-Pzﬂz +(,0(V+,B3 +U, + 6, _VP1)+,09-P2182 )S )
. (V48 —(V+U, +8,)S"\V+ B +U, + 5, —VP)

(VF)l-Pzﬂz +(p(V+ﬂ3 +U, +0, —VP1)+,09.P2[32)S*)
_ PS, v+, —(v+u, +5,)S")

VP.P,B, +(p(v+ B +U, + 8, —VP, )+ pb.P,3,)S"
R* — U1S* +(IB3 +u2)C* +(1_ Pz)ﬂzl*

(V+9,)

Titik kesetimbangan endemic penyakit stabil asimtotik local jika memenuhi Teorema2, berarti
dalam waktu yang lama penyakit akan terus ada dalam populasi.
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