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Abstrak 

Jurnal ini membahas tentang model matematika penyebaran virus hepatitis B menggunakan model 
SEICR pada populasi terbuka. Langkah untuk menganalisa model dengan mendapatkan titik kesetimbangan 
bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemic penyakit kemudian menganalisa kestabilan kedua titik 
kesetimbangan.Simulasi diberikan berdasarka nnilai-nilai parameter yang terkaitdalam model yang 
menggambarkan kondisi pada setiap kelas subpopulasi. Berdasarkan penelitian diperoleh bahwa titik 
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemic penyakit stabil asimtotik jika memenuhi 
syarat tertentu. 
 
Kata Kunci: Routh-Hurwitz, SEICR, stabil asimtotik, titik kesetimbangan. 

 
Abstract 

This paper discusses the mathematical model of hepatitis B virus spread using SEICR model at 
opened population. The step to analyze the model by determining the disease-free equilibrium point and the 
endemic equilibrium point of the disease, then analyzes the stability of the two equilibrium points. The 
simulation is based on the corresponding parameter values in the model under subpopulation class condition. 
Based on the study it was found that the equilibrium state free disease and equilibrium state endemic disease 
if certain to standard. 

Keyword :Asimtotic stable, equilibrium state, Routh-Hurwitz, SEICR. 

 
1. Pendahuluan 

Seiring perkembangan zaman yang semakin maju saat ini suatu analisis yang ilmiah sangat 
diperlukan untuk setiap peristiwa yang berlaku sehari-hari di dalam masyarakat. Peristiwa–
peristiwa yang terjadi dapat dianalisis dari berbagai  macam sudut pandang, misalnya dari sudut 
pandang ekonomi, sosial budaya, politik, kesehatan, epidemi dan sebagainya. Model matematika 
merupakan salah satu alat yang dapat digunakan untuk menentukan solusi dari peristiwa epidemi. 
Salah satu contoh kejadian epidemi adalah penyebaran penyakit hepatitis B. 

Hepatitis B adalah infeksi hati yang disebabkan oleh virus hepatitis B (VHB), suatu anggota 
famili hepadnavirus. Hepatitis B dapat menyebabkan penyakit hati kronis dan infeksi kronis serta 
menempatkan orang pada risiko kematian tinggi dari sirosis hati dan kanker hati. Infeksi hepatitis B 
terjadi hanya jika virus hepatitis B mampu memasuki aliran darah dan mencapai hati. Setelah di 
hati, virus mereproduksi dan menghasilkan sejumlah besar virus baru ke dalam aliran darah 

Salah satu alasan utama untuk mempelajari virus hepatitis B (VHB) adalah untuk 
meningkatkan kontrol dan menurunkan infeksi dari populasi. Model matematika dapat menjadi alat 
yang berguna dalam pendekatan  yang membantu untuk mengoptimalkan penggunaan sumber 
yang terbatas atau hanya untuk tujuan pengendalian.  

J. Pang dkk [7], mengembangkan sebuah model untuk mengeksplorasi dampak vaksinasi 
dan langkah-langkah pengendalian lain infeksi VHB. Model ini memiliki perilaku dinamik sederhana 
yang memiliki keseimbangan bebas penyakit stabil asimtotik global ketika jumlah reproduksi dasar 
kecil sama dengan satu, dan keseimbangan endemik stabil asimtotik global saat reproduksi dasar 
lebih dari satu. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa vaksinasi adalah ukuran yang sangat 
efektif untuk mengontrol infeksi.  

Zhang dan Zhou [13], mengemukakan analisis dan penerapan dari model VHB. Hasil 
penelitian menunjukkan bahwa dinamika model sepenuhnya ditentukan oleh jumlah reproduksi 
dasar. Jika reproduksi dasar kecil satu, keseimbangan bebas penyakit stabil global. Ketika 
reproduksi dasar besar satu, keseimbangan bebas penyakit tidak stabil dan penyakit terus-
menerusada. Model yang ada diterapkan untuk transmisi VHB di Cina. Nilai parameter dari model 
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diperkirakan berdasarkan data epidemi VHB di Cina. Didapat hasil simulasi cocok dengan data 
epidemi HBV di Cina. 

Ali Vahidian Kamyad, dkk [8], mengembangkan sebuah model untuk mengeksplorasi 
pengaruh vaksinasi dan pengobatan terhadap VHB. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa 
kombinasi vaksinasi dan pengobatan adalah carayang paling efektif untuk mengendalikan infeksi 
virus hepatitis B. 

Berdasarkan ulasan di atas, terutama pada jurnal Ali Vahidian Kamyad yang membahas 
model matematika penularan virus hepatitis B di bawah pengaruh vaksinasi dan pengobatan 
namun pada populasi tertutup, maka penulis tertarik untuk mengkaji pada populasi terbuka. 

. 
2. Hasil dan Pembahasan 

Model SEICR membagi populasi menjadi lima kelompok suspectible (S), exposed (E), 
infected (I),  chronic carrier (C), dan recovered (R). Model SEICR dapat dibentuk dengan asumsi 
dari Ali Vahidin Kamyad [8] dengan mengganti dari populasi tertutup, menjadi populasi terbuka 

Berdasarkan asumsi yang telah diberikan, maka diperoleh system persamaan diferensial 
sebagai berikut : 

   SuvSCIv
dt

dS
211    (1) 

   EvSCI
dt

dE
21    (2) 

 IvE
dt

dI
221    (3) 

 CuvIPCvP
dt

dC
223221    (4) 

     RvSuCuIP
dt

dR
2123221    (5) 

Dengan : 

1vP
 
adalah populasi yang baru lahir dari penderita yang terinfeksi kronis, )( CI   adalah laju 

perpindahan dari kelas suspectible (S) menjadi eksposed(E), 1u adalah laju perpindahan dari kelas 

suspectible (S) menjadi recovered (R) dengan adanya vaksinasi, 1 adalah laju perpindahan dari 

kelas eksposed (E) menjadi acute infected (I), 22P
 
adalah laju perpindahan dari kelas acute 

infected (I) menjadi chronic carriers (C),   221 P adalah laju penyembuhan dari kelas acute 

infected (I) menjadi recovered (R), 3  
adalah laju penyembuhan dari kelas chronic carriers (C) 

menjadi recovered (R) secara alami, 2u
 
adalah laju penyembuhan dari kelas chronic carriers (C) 

menjadi recovered (R) dengan pengobatan, v adalah laju kematian alami dan kelahiran kelahiran, 

1  
laju imigrasi, 2  

laju emigrasi. 

 
2.1. Titik Kesetimbangan dan Kestabilan 

Titik kesetimbangan diperoleh apabila ,0,0,0,0 
dt

dC

dt

dI

dt

dE

dt

dS
dan .0

dt

dR
Titik 

kesetimbangan terbagi menjadi dua yaitu, titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik 
kesetimbangan endemic penyakit. Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah suatu kondisi tidak 
ada lagi penyakit yang menyerang, dengan kata lain tidak ada lagi individu yang terserang virus 

hepatitis B atau  0ˆˆ  CI . Titik kesetimbangan (equilibrium) bebas penyakit pada model ini 

dinotasikan dengan  RCIES ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ . Dari analisis model diperoleh titik kesetimbangan bebas 

penyakit yaitu  RCIES ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
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Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit 

Titik kesetimbangan endemic penyakit adalah suatu kondisi penyakit selalu ada di dalam populasi, 
atau selalu ada individu yang terserang virus hepatitis B. Titik kesetimbangan endemic penyakit 

pada model ini dinotasikan dengan  ***** ,,,, RCIES . Dari analisis model diperoleh titik 

kesetimbangan endemic penyakit adalah  ***** ,,,, RCIES : 

dengan 

   
  2212231

22122321*





PvPuv

vvPuvv
S




  

    
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2212232211

221223
*

211*

.. SPvPuvPvP
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E










 

  
   *

221223221

1223
*

211*

..

)(

SPvPuvPvP

vPuvSuvv
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Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Setelah diperoleh titik kesetimbangan, selanjutnya akan dianalisa kestabilan dari titik 
kesetimbangan tersebut. Kestabilan titik kesetimbangan Persamaan (1)-(4) dapat didekati dengan 
melakukan linearisasi menggunakan matrik Jacobian, dimana masing-masing fungsi diturunkan 
secara parsial terhadap variabel pada fungsi tersebut. Sehingga diperoleh sebagai berikut : 

 

  

     
   
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Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Teorema 1 Jika : 

(a) 1223 vPuv    

(b) 
     

   12222231

1223222111

ˆ

ˆ

vPuPuvS

vPuvvvvPS








 

(c)    SuvvP ˆ
1

2

2231    

maka titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik lokal. 
Bukti : 
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Kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit diperoleh dengan cara mensubtitusikan titik 

kesetimbangan bebas penyakit  RCIES ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
 

 
  


















212

11

21

1
,0,0,0,









uvv

vu

uv

v
ke 

matriks Jacobian pada Persamaan  5 . Sehingga diperoleh   
RCIES

J ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
 sebagai berikut : 

( (    )   )( (       )   )( 
 

 ((       )  (       )  (    (          )))  
  

 (
(       )(       )  (       )(    (          ))

 (       )(    (          ))     ̂
)  (       )(    

   ) 

(    (          ))      ̂(    (          ))           ̂     (6) 

Berdasarkan Persamaan  6 diperoleh nilai untuk
1 dan

2 yaitu    (    )dan  

    (       )yang mempunyai nilai eigen bernilai negatif. Selanjutnya akan dicari nilai eigen 

untuk ,, 43  dan 5  
sebagai berikut : 

Misalkan : 

  [
 (       )     ̂    ̂

   (       )    

         (          )   

] 

Untuk ,3 ,4 dan 5  didapat dari determinan matriks A , diperoleh persamaan karakteristik dari 

matriks A  sebagai berikut : 

(     )((     )(    ))    (    ̂    ̂         ̂)    

   (        ) 
  (                   ̂)  (           ̂            ̂)     

dengan: 

   (       ) 
   (       ) 
       (          ) 
Persamaan diatas dapat diubah menjadi bentuk berikut: 

   
     

            (7) 
dengan:  

     

   (       )  (       )  (    (          )) 

   (       )(       )  (       )(    (          )) 

 (       )(    (          ))      ̂ 

       ̂(    (          ))  (       )(       )(    (          )) 

      ̂     

Berdasarkan kriteria Routh Horwitz, dengan menggunakan persamaan karakteristik  7 ,yaitu 

jika     ,     , dan         titik kesetimbangan bebas penyakit  RCIES ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
 
adalah stabil 

asimotik. Hal ini menunjukkan bahwa pada populasi tidak terjadi penyebaran penyakit.  
 
Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit 
Teorema 2 Jika : 

(a)                
(b)      (       ) 

  

(c)      
 (      )         (              )((          )     )  

    
 (         ((          )     )) 

(d)    ( 
     ) (           

     ((          )     ))        ((        

  )     )        
 (((          )     )       ),  dan 

(e)   (       )    
    

dengan : 

    ( 
     )  (       )    (       ) 
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   (       )        (          ) 
               
                                     

  

        
                              

          
    

     
     

    
    

        
             

          
     

         
    

          
     

       
     

                    
         

    
      

Maka titik kesetimbangan endemic penyakit stabil asimtotik lokal. 
Bukti : 

Kestabilan titik kesetimbangan endemik penyakit diperoleh dengan cara mensubtitusikan titik 

kesetimbangan endemik penyakit  ***** ,,,, RCIES  ke matriks Jacobian pada Persamaan  5 . 

Sehingga diperoleh | (              )   | sebagai berikut : 

( (    )   )(  ( 
     )  (       )   )( (       )   )( (       )   )(    

(          )   )     
 (  (      )  (       )   )(    (          )   )  

     
     (  ( 

     )  (       )   )     
   (      )(    (          )  

 )        ( ( 
     )(       

 )    (8) 
 

Berdasarkan Persamaan  8 diperoleh nilai untuk yaitu    (    )yang mempunyai nilai 

eigen bernilai negatif. Selanjutnya akan dicari nilai eigen untuk ,,, 432  dan
 
sebagai berikut : 

Misalkan : 

 

 

[
 
 
 
  (      )  (       )         (       

 )

 (      )  (       )          

    (       )    

          (          )   ]
 
 
 

 

Untuk ,2 ,3 ,4 dan 5  didapat dari determinan matriks  , sehingga diperoleh persamaan 

karakteristik dari matriks   sebagai berikut : 
(     )(     )(     )(    )  (     )    

 (    )  (     )     
      

  (      )    
 (    )   ( 

     )      (       
 )    

   (           ) 
  (                                  

 )   
 (      

                                     
            

      
     

    
   )  

(     
             

          
     

         
    

              
       

     
      

              
         

    
     )    

dengan : 
    ( 

     )  (       )    (       ) 
   (       )        (          ) 

Persamaan di atas dapat diubah menjadi bentuk berikut: 

   
     

     
           (9) 

dengan:  
     

   ( ( 
     )  (       ))  (       )  (       )  (    (          )) 

   ( ( 
     )  (       ))(       )  ( ( 

     )  (       ))(       )

 ( (      )  (       ))(    (          ))

 (       )(       )  (       )(    (          ))

 (       )(    (          ))      
  

    
     

    ( (      )  (       ))(       )(       )

 ( (      )  (       ))(       )(    (          ))

 ( (      )  (       ))(       )(    (          ))

 (       )(       )(    (          ))       
     

 ( (      )  (       ))    
      

 (    (          ))   
    

    

1

5
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 ( (      )  (       ))(    (          ))

       
   (    (          ))

 ( (      )  (       ))(       )(       )(   
 (          ))       

     ( ( 
     )  (       ))
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Berdasarkan kriteria Routh Horwitz, dengan menggunakan persamaan karakteristik  9
 
, 

yaitu jika ,0,0,0 431  aaa dan 
4

2

1

2

3321 aaaaaa  titik kesetimbangan endemic penyakit adalah 

stabil asimotik. Hal ini menyatakan bahwa selalu ada individu yang terinfeksi di dalam populasi. 
 
3. Simulasi 
Simulasi Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

Nilai parameter yang digunakan pada simulasi titik kestimbangan bebas penyakit model epidemik 
SEICR, yaitu sebagai berikut : 

 
 

Gambar 1. Simulasi Titik Kesetimbangan Bebas 
Penyakit 

 
 
 

 
 

Berdasarkan Gambar 1 terlihat bahwa populasi   mengalami penurunan karena terjadinya 
emigrasi, kematian alami, serta adanya populasi yang terjangkit virus hepatitis B, serta 
berpindahnya populasi ke kelas recovered karena adanya vaksinasi. Penurunan populasi pada 

kelas         disebabkan karena adanya kematian alami, emigrasi dan laju perubahan individu 
yang terjangkit menjadi terinfeksi. Sementara itu populasi pada kelas           ( )  dan juga kelas 
               ( ) mengalami  penurunan secara signifikan menuju nol yang disebabkan karena 

populasi berada dalam kondisi bebas penyakit sehingga penyakit tidak dapat bertahan didalam 
populasi, artinya dalam waktu tertentu individu yang terinfeksi akan hilang dari populasi. 

Populasi mengalami peningkatan karena terjadinya perpindahan dari kelas suspectible, Infected, 
serta Chronic Carrier. 

 
Simulasi Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit 

Parameter Nilai 

         

      

      

     per tahun 

   4 per tahun 

         per tahun 

        

       

       

       

       

       

         

          

          

         

         

Parameter Nilai 
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Nilai parameter yang digunakan pada simulasi titik 
kestimbangan endemik penyakit model epidemic SEICR, yaitu 
sebagai berikut : 
 

 
Gambar 2.Simulasi Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit 

 

Berdasarkan Gambar 2 terlihat bahwa populasi   mengalami penurunan karena terjadinya 
emigrasi, kematian alami, serta adanya populasi yang terjangkit virus hepatitis B, serta 
berpindahnya populasi ke kelas recovered karena adanya vaksinasi. Sementara itu populasi pada 
kelas         ( )           ( )  dan                ( ) meningkat namun selanjutnya mengalami 
penurunan karena adanya pengobatan terhadap individu yang sudah terjangkit virus hepatitis 

Populasi   mengalami peningkatan karena terjadinya perpindahan dari kelas suspectible, Infected, 
serta Chronic Carrier, selanjutya masing-masing kelas bergerak konstan menuju titik 
kesetimbangan endemic penyakit. Hal ini menunjukkan bahwa di dalam populasi tersebut selalu 
terdapat individu yang terinfeksi virus hepatitis B. 

 
4. Kesimpulan 

Model SEICR penyebaran virus hepatitis B di bawah pengaruh vaksinasi dan pengobatan 
dengan adanya migrasi memiliki dua titik kesetimbangan yaitu,  

a Titik kesetimbangan bebas penyakit ( ̂  ̂  ̂  ̂  ̂)  (
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kesetimbangan bebas penyakit akan stabil asimtotik lokal jika memenuhi Terorema 1, yang 
artinya dalam waktu yang lama penyakit akan hilang dari populasi. 
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Titik kesetimbangan endemic penyakit stabil asimtotik local jika memenuhi Teorema2, berarti 

dalam waktu yang lama penyakit akan terus ada dalam populasi. 
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