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Abstrak 

Suatu pelabelan-  total    ( )   ( )  *       + dikatakan pelabelan-  total tak teratur total 

dari graf  , jika bobot setiap titik berbeda dan bobot setiap sisi juga berbeda. Nilai   terkecil sehingga 

suatu graf   dapat dilabeli dengan pelabelan-  total takteratur total disebut nilai total ketakteraturan total 

dari graf  , dinotasikan dengan   ( ). Penelitian ini membahas tentang nilai ketakteraturan total dari  -

copy graf theta tak seragam,  -copy graf theta tak seragam merupakan graf yang diperoleh dengan 

menggandakan graf theta tak seragam sebanyak   kali, dimana himpunan titik dari setiap hasil 

penggandaan tidak ada yang beririsan. Dari penelitian  ini diperoleh nilai ketakteraturan total dari  -copy 

graf theta tak seragam adalah   (  (    (       )))       untuk   bilangan bulat positif.  

 
Kata kunci: graf theta tak seragam, nilai ketakteraturan total,  -copy graf theta tak seragam, pelabelan 
total tak teratur total. 

 
Abstract 

A total  -labeling    ( )   ( )  *       + said irregular total  -labeling of  , if the weight of 

the vertex is different and the weight of the edges is also different. The minimum   such that a graph   

has a totally irregular total  -labeling is called the total irregularity strength of  , denoted by   ( ). In this 

research discusses about the total irregularity strength of  -copy theta un uniform graph,  -copy theta un 

uniform graph is the graph obtained by duplicating the  theta un uniform graph as much as  , where the 
set of vertices of each multiplication result is missing. In this research we determine the total irregularity 

strength of the theta un uniform graph  obtained   (  (    (       )))        for   is a positive integer. 

  
Keywords: theta ununiform graph, total irregularity strength,  -copy theta un uniform graph, totally 
irregular total labeling. 

  
 
1. Pendahuluan 

Teori graf merupakan pokok bahasan yang sudah tua usianya namun memiliki banyak 
terapan sampai saat ini. Graf adalah himpunan (   ) yang dinotasikan dengan   (   ),  
dimana   adalah himpunan tak kosong dari titik-titik (vertex) yang dinotasikan dengan 
*          +, dan   adalah himpunan sisi (edge) yang menghubungkan sepasang titik yang 

dinotasikan dengan *          +. Penelitian tentang teori graf terus mengalami perkembangan. 
Salah satu pembahasan yang terus berkembang adalah pelabelan  graf.  

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedlacek pada tahun 1964. Pelabelan 
graf terdiri dari berbagai macam diantaranya pelabelan total tak teratur, pelabelan ajaib, 
pelabelan graceful, pelabelan harmoni dan pelabelan anti ajaib. Pelabelan total tak teratur 
pertama kali diperkenalkan oleh Martin Baca, dkk pada tahun 2007. Pelabelan total tak teratur 
terdiri dari pelabelan total tak teratur titik, pelabelan total tak teratur sisi, dan pelabelan total tak 
teratur total.  

Pelabelan-  total pada graf   adalah suatu pemetaan yang memasangkan unsur-unsur 

graf (titik dan sisi) yang dinotasikan dengan       *       + dimana   adalah suatu 

bilangan bulat positif. Suatu pelabelan-  total        *       + disebut pelabelan-  total 
tak teratur titik dari graf  , jika untuk setiap dua titik   dan   yang berbeda maka   ( )    ( ). 
Nilai total ketakteraturan titik (total vertex irregularity strength) dari   adalah bilangan bulat 

positif terkecil   atau label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf   sedemikian 
sehingga   mempunyai suatu pelabelan-  total tidak teratur titik, dinotasikan dengan    ( ). 

Pelabelan-  total       *       + dikatakan pelabelan-  total tak teratur sisi dari 

graf  , jika untuk sebarang dua sisi        dan        yang berbeda di graf   berlaku 
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  ( )    ( ), dengan   ( )   (  )   ( )   (  ) dan   ( )   (  )   ( )   (  ). Nilai 

total ketakteraturan sisi (total edge irregularity strength) dari graf   yang dinotasikan dengan 
   ( ), adalah bilangan bulat positif terkecil   sedemikian sehingga   memiliki pelabelan-  total 
tidak teratur sisi.  

Pelabelan-  total       *       + dikatakan pelabelan-  total tak teratur total dari 

graf  , jika untuk setiap titik   dan   yang berbeda maka   ( )    ( ), dan untuk setiap sisi 
     dan      yang berbeda maka   (    )    (    ). Nilai   terkecil sehingga suatu graf   

dapat dilabeli dengan pelabelan-  total takteratur total disebut nilai total ketakteraturan total dari 

graf  , dinotasikan dengan   ( ).  
Penelitian tentang nilai total ketakteraturan titik, nilai total ketakteraturan sisi dan nilai 

ketakteraturan total terus mengalami perkembangan dalam beberapa jenis graf khusus 
diantaranya, Rajasingh dan Arockiamary telah memperoleh nilai total ketakteraturan sisi dari 
graf seri paralel. Secara  umum, suatu graf seri paralel memuat suatu graf theta didalamnya. 
Graf theta merupakan graf dengan   titik, diantaranya dua titik yaitu N dan S berderajat   
sedemikian sehingga setiap titik yang lain  berderajat dua terletak pada salah satu dari   
lintasan yang bergabung dengan titik N dan S. Dua titik  N dan S berturut-turut disebut kutub 
utara dan kutub selatan. Sebuah lintasan antara kutub utara dan kutub selatan disebut 
longitude. Sebuah longitude dinotasikan dengan  . Adapun notasi untuk suatu graf theta yaitu 
 (     ) dimana   adalah jumlah titik pada graf theta,   adalah banyak longitude dan   adalah 

jumlah titik pada setiap longitude. Sebuah graf theta dikatakan seragam jika |  |  |  |    
|  | dimana    adalah longitude ke-  dari  (   ) dan          . Jika sebaliknya maka 
dikatakan graf theta tak seragam.  

Pada penelitian ini dibahas nilai ketakteraturan total dari  -copy graf theta tak seragam 

yang dinotasikan dengan   (  (    (       ))) dimana   adalah bilangan bulat positif yang 

merupakan banyaknya copian dari graf theta tak seragam, secara berturut-turut angka 4 adalah 
jumlah titik dan banyak longitude pada graf theta tak seragam sedangkan (       ) adalah 
jumlah titik pada setiap longitude graf theta tak seragam. Penelitian mengenai nilai 
ketakteraturan total sudah banyak diteliti oleh para ilmuwan sebelumnya, diantaranya Marzuki 
dkk. [4], Ramdani [8], serta Ramdani dkk.[9]. 
 
2. Metode Penelitian 
 

Beberapa definisi dan teorema dasar  mengenai teori graf yang  digunakan sebagai 
landasan matematis untuk menentukan nilai ketakteraturan total dari  -copy graf theta tak 
seragam disajikan sebagai berikut: 

 
Definisi 1 [5]  

Graf   didefinisikan sebagai pasangan himpunan (   ) ditulis dengan notasi   (   ) yang 

dalam hal ini   adalah himpunan tidak kosong dari titik-titik (vertices atau node) dan   adalah 
himpunan sisi (edges atau arcs) yang menghubungkan sepasang titik. 

 

Definisi 2 [6]  
Graf theta  (   ) atau graf theta dengan   titik mempunyai dua titik N dan S yang berderajat   

sedemikian sehingga setiap titik yang lain berderajat dua terletak pada salah satu dari   
lintasan yang bergabung dengan titik N dan S. Dua titik  N dan S berturut-turut disebut kutub 
utara dan kutub selatan. Sebuah lintasan antara kutub utara dan kutub selatan disebut 
longitude. Sebuah longitude dinotasikan dengan  . Adapun notasi untuk suatu graf theta yaitu 

 (     ) dimana   adalah jumlah titik pada graf theta,   adalah banyak longitude dan   adalah 

jumlah titik pada setiap longitude. Sebuah graf theta dikatakan seragam jika |  |  |  |    
|  | dimana    adalah longitude ke-  dari  (   ) dan          . Jika sebaliknya maka 
dikatakan graf theta tak seragam.  

Contoh dari graf theta seragam dan graf theta tak seragam dapat dilihat pada Gambar 1  
sebagai berikut: 
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Gambar 1: a.) Graf Theta Seragam ( (     )); b.) Graf Theta Tak Seragam 

( (    (       ))) 

 

Banyak cara yang dapat dilakukan untuk memperoleh graf baru, salah satunya adalah 
dengan melakukan suatu operasi terhadap dua buah graf. Terdapat beberapa jenis operasi 
pada graf diantaranya: operasi join ( ), gabungan ( ), kartesian ( ), korona ( ), comb ( ) 
dan copy.  

Berikut ini adalah definisi yang digunakan dari salah satu jenis operasi graf yaitu 
operasi copy, dengan mengoperasikan dua buah graf atau lebih maka akan diperoleh graf baru. 

Definisi  3 [5] 

Dua buah graf    dan    dikatakan isomorfik (     ), jika terdapat korespondensi satu-satu 
antara titik-titik keduanya dan antara sisi-sisi keduanya, sedemikian sehingga jika sisi   

bersisian dengan titik  
 
dan   di    

maka sisi   

 
yang berkoresponden di    juga harus 

bersisian dengan titik     dan    di   . 

Definisi 4 [2] 
Gabungan dari dua buah graf    dan    yang dinotasikan dengan       adalah graf yang 

mempunyai  (     )   (  )   (  ) dan  (     )   (  )   (  ). 
 
Jika         dengan  (  )   (  )     maka       dinotasikan dengan    yang 

dinamakan dengan 2-copy graf  . Secara umum, jika            adalah   graf yang isomorfik 

dengan   dan  (  )   (  )    untuk setiap    , maka            dinotasikan dengan 

   yang dinamakan dengan  -copy graf  . 
Misalkan diberikan suatu graf   (   ), maka pelabelan pada   didefinisikan sebagai 

suatu pemetaan unsur-unsur   (himpunan titik dan himpunan sisi) pada himpunan bilangan 
bulat positif. Pelabelan dengan domain himpunan titik disebut pelabelan titik (vertex labeling), 
pelabelan dengan domain himpunan sisi disebut pelabelan sisi (edge labeling) dan pelabelan 
dengan domain gabungan himpunan titik dan himpunan sisi disebut pelabelan total (total 
labeling).  

Sampai saat ini terdapat beberapa jenis pelabelan graf yang telah dikaji, salah satunya 
adalah pelabelan-  total tak teratur. Pelabelan-  total tak teratur terdiri dari pelabelan-  total tak 

teratur titik, pelabelan-  total tak teratur sisi dan pelabelan-  total tak teratur total. 
 

Definisi 5 [7] 

Misalkan   (   ) adalah sebuah graf. Pelabelan       *       + dikatakan pelabelan-  

total tak teratur titik di  , jika setiap dua titik berbeda   dan   di   memenuhi   ( )    ( ). 
Nilai total ketakteraturan titik dari graf   yaitu bilangan bulat positif terkecil   atau label terbesar 

minimum yang digunakan untuk melabeli graf   dengan pelabelan-   total tak teratur titik, yang 

dinotasikan dengan    ( ). Untuk graf   (   ) bobot titik   yaitu   ( )   ( )  ∑  (  )    . 

 
Teorema 6 [1] 

Misalkan   adalah graf (   ) dengan derajat minimum   dan derajat maksimum   maka 

⌈
   

   
⌉     ( )           

 

(a) (b) 
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Definisi 7 [7] 

Misalkan   (   ) adalah sebuah graf. Pelabelan       *       + dikatakan pelabelan-  
total tak teratur sisi di  , jika untuk setiap dua sisi berbeda        dan        pada   
memenuhi   ( )    ( ). Nilai total ketakteraturan sisi yaitu bilangan bulat positif terkecil   

atau label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf   dengan pelabelan-  total 
tak teratur sisi, yang dinotasikan dengan    ( ). Untuk graf    (   ) bobot sisi   yaitu: 

  ( )   (  )   ( )   (  ). 
 

Teorema 8 [1] 

Misalkan   (   ) sebuah graf dengan himpunan titik  dan himpunan sisi tak kosong   maka 

⌈
| |  

 
⌉     ( )  | | 

 

Definisi 9 [7] 

Misalkan   (   ) sebuah graf dan pelabelan       *       + pada   adalah pelabelan-

  total tak teratur total, jika untuk setiap dua titik berbeda   dan   pada   maka   ( )    ( ) 
dan untuk setiap dua sisi berbeda      dan      pada   maka   (    )    (    ). Nilai 

ketakteraturan total yaitu bilangan bulat positif terkecil   atau label terbesar minimum yang 
digunakan untuk melabeli graf   dengan pelabelan-  total tak teratur total, yang dinotasikan 

dengan   ( ).  
 

Teorema 10 [3] 

Untuk setiap graf   berlaku,   ( )     *   ( )    ( )+ 

 
Metodologi yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur dengan 

mengumpulkan berbagai informasi terhadap materi-materi yang berkaitan dengan penelitian 
yang diperoleh dari beberapa buku dan jurnal. Berikut langkah-langkah yang digunakan dalam 
menentukan nilai ketakteraturan total dari  -copy graf theta tak seragam sebagai berikut: 

1. Menentukan batas bawah dari    (  (    (       ))) dengan menggunakan Teorema 8. 

2. Menentukan batas bawah dari    (  (    (       ))) dengan menggunakan Teorema 6. 

3. Menentukan batas bawah dari   (  (    (       ))) dengan menggunakan Teorema 10. 

4. Menentukan pelabelan-  total tak teratur total dari graf (  (    (       ))) untuk      

   dengan menggunakan label terbesar sebesar batas bawah yang diperoleh pada 
Langkah 3. 

5. Menentukan rumus pelabelan sisi dari graf (  (    (       ))) untuk   bilangan bulat 

positif dengan mengacu pada pelabelan yang terdapat pada Langkah 4. 

6. Menentukan rumus pelabelan titik dari graf (  (    (       ))) untuk   bilangan bulat 

positif dengan mengacu pada pelabelan yang terdapat pada Langkah 4. 

7. Menentukan rumus bobot sisi dari graf (  (    (       ))) untuk   bilangan bulat positif 

menggunakan rumus yang diperoleh pada Langkah 5 dan Langkah 6. 

8. Menentukan rumus bobot titik dari graf (  (    (       ))) untuk   bilangan bulat positif 

menggunakan  rumus yang  diperoleh  pada  Langkah 5 dan Langkah 6. 
9. Membuktikan bahwa pelabelan yang diperoleh merupakan pelabelan-  total tak teratur 

total dari graf  (  (    (       ))) untuk   bilangan bulat positif.  

 
3. Hasil dan Pembahasan 

 

Graf   (    (       ))
 

merupakan graf yang diperoleh dengan menggandakan graf 

 (    (       )) sebanyak   kali, dimana himpunan titik dari setiap hasil penggandaan tidak ada 

yang beririsan. Misalkan himpunan titik dari graf  (    (       )) hasil penggandaan ke- 
 
adalah 
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*                     + dan himpunan sisi dari graf  (    (       )) hasil penggandaan ke-  

adalah *                                                                       
                     + dimana      . 

Pada  penelitian ini akan diperoleh rumus umum nilai ketakteraturan total dari graf 

  (    (       )) untuk  
 

bilangan bulat positif. Untuk memperoleh rumus umum nilai 

ketakteraturan total dari graf   (    (       )) yang dinotasikan dengan   (  (    (       ))), 

maka langkah awal  yang harus kita lakukan yaitu pemberian nama pada masing-masing sisi 

dan titik. Pemberian nama sisi dan nama titik pada graf    (    (       )) ini bertujuan untuk 

memudahkan dalam merumuskan pelabelan sisi, merumuskan pelabelan titik, merumuskan 
bobot sisi dan merumuskan bobot titik.   

Selanjutnya, hasil dari penelitian ini dipaparkan sebuah teorema tentang rumus umum 

nilai ketakteraturan total dari graf   (    (       )) dimana    adalah bilangan bulat positif 

sebagai berikut: 
 
Teorema 11  

Misalkan   (    (       )) adalah  –copy graf theta tak seragam dengan   bilangan bulat 

positif  maka berlaku 

   (  (    (       )))       

 
Bukti : 

Perhatikan bahwa banyaknya sisi dan banyaknya titik pada graf   (    (       )) 

berturut-turut adalah | (  (    (       )))|     dan  | (  (    (       )))|     serta derajat 

maksimum ( ) dan derajat minimum ( ) pada graf   (    (       )) adalah   dan  . 

Berdasarkan Teorema 8 diperoleh bahwa    (  (    (       )))  ⌈
    

 
⌉. Selanjutnya, 

berdasarkan Teorema 6 diperoleh    (  (    (       )))  ⌈
    

 
⌉. 

Berdasarkan Teorema10, diperoleh   (  (    (       )))      

{   (  (    (       )))     (  (    (       )))}. Karena ⌈
    

 
⌉  ⌈

    

 
⌉ untuk setiap    

bilangan bulat positif, maka diperoleh   (  (    (       )))  ⌈
    

 
⌉      . 

Selanjutnya akan dibuktikan   (  (    (       )))      . Hal ini dibuktikan dengan 

menunjukkan adanya pelabelan-(    ) total tak teratur total pada graf   (    (       )). 

Adapun rumus pelabelan sisi dan pelabelan titik pada graf   (    (       )) untuk   bilangan 

bulat positif sebagai berikut: 

a) Pelabelan sisi (edge) pada graf   (    (       )) untuk   bilangan bulat positif dan 

      
  

1.  (     )       
 
    untuk      

2.  (     )   

       untuk     
 

3.  (     )       
 

4.  (     )     
 

5.  (     )       
 

6.  (   )       

b) Pelabelan titik (vertex) pada graf    (    (       )) untuk   bilangan bulat positif dan 
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    untuk      

1.  (     )   

       untuk     
 

2.  (     )       
 

    untuk     

3.  (     )   

     untuk     
 

4.  (   )       
 

Berdasarkan rumus pelabelan sisi dan pelabelan titik di atas, diperoleh juga rumus untuk 

bobot sisi dan bobot titik pada graf   (    (       )) untuk   bilangan bulat positif sebagai 

berikut: 

a) Rumus bobot sisi pada graf   (    (       )) untuk   bilangan bulat positif dan       

 
    untuk     

1.   (     )   
      untuk     

 
     untuk     

2.   (     )   

       untuk     
 

     untuk     
3.   (     )   

     untuk     
 

     untuk     
4.   (     )   

       untuk     
 

     untuk     
5.   (     )   

       untuk     
 

6.   (   )       
 

b) Rumus bobot titik pada graf   (    (       )) untuk   bilangan bulat positif dan       

 
     untuk     

1.   (     )    

       untuk     
 
 

2.   (     )       
 

 
     untuk     

3.   (     )   

        untuk     
 
 
     untuk     

4.   (   )   
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        untuk     
 

Berdasarkan rumus bobot sisi dari graf   (    (       )) dimana   adalah bilangan 

bulat positif diperoleh bahwa bobot sisi dari graf   (    (       ))  adalah bilangan bulat positif 

berbeda dari      sampai     . Oleh karena itu,  dapat di simpulkan bahwa bobot setiap 

sisinya berbeda. Kemudian berdasarkan rumus bobot titik dari graf   (    (       )) dimana   

adalah bilangan bulat positif diperoleh bahwa untuk     bobot titik dari graf   (    (       ))  

adalah bilangan bulat positif berbeda dari    sampai   . Lalu, untuk      bobot titik dari graf 

  (    (       )) adalah bilangan bulat positif berbeda dari      sampai      . Oleh karena 

itu, dapat di simpulkan bahwa bobot setiap titiknya berbeda. Hal ini menunjukkan bahwa 

terbukti   (  (    (       )))      .   

 Oleh  karena   (  (    (       )))       dan   (  (    (       )))      , maka 

dapat disimpulkan bahwa   (  (    (       )))      .   

 
4. Kesimpulan 

 
Berdasarkan uraian di atas tentang nilai ketakteraturan total dari  -copy graf theta tak 

seragam dapat disimpulkan bahwa   (  (    (       )))       dengan   adalah bilangan 

bulat positif. Hal ini dibuktikan dengan menunjukkan bahwa   (  (    (       )))       dan 

  (  (    (       )))      . Untuk   (  (    (       )))       dibuktikan dengan cara 

menunjukkan adanya pelabelan-(    ) total tak teratur total pada graf   (    (       ))  
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