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Abstrak

Bentuk kanonik diagonal merupakan salah satu bentuk representasi dari persamaan karakteristik
untuk waktu diskrit yang dapat dicari vektor kendali. Pada tulisan ini bentuk kanonik diagonal yang
dibahas untuk ukuran matriks 2x2. Bentuk kanonik diagonal dilakukan modifikasi dengan memberi faktor
diskon. Faktor diskon juga diberikan kepada persamaan fungsi tujuan. Selanjutnya, vektor kendali
diperoleh dengan menggunakan persamaan Hamilton. Kemudian dari persamaan Hamilton didapat
persamaan Riccati untuk waktu diskrit. Solusi dari persamaan Riccati didapat vektor kendali. Berdasarkan
simulasi yang diberikan diperoleh bahwa terdapat lebih dari satu solusi persamaan Riccati. Oleh karena itu
didapat juga lebih dari satu vektor kendali untuk bentuk kanonik diagonal.

Kata kunci: diagonal, kanonik, kendali, Hamilton,Riccati

Abstract

The diagonal canonical form is one form of representation of discrete equations that can be
obtined the control vector. In this paper the diagonal canonical form is discussed for a 2x2 matrix size. The
diagonal canonical form is modified by giving a discount factor. The discount factor is also given to the
equation of the objective function. Furthermore, the control vector got using the Hamilton equation. Then
from the Hamilton equation founded the Riccati equation for discrete time. The solution of the Riccati
equation used to create the control vector. Base on the simulation, there are more than one the solution of
Riccati equations. Therefore, there are also more than one control vector for diagonal canonical shapes.

Keywords :diagonal, canonic, control, Hamilton, Riccati

1. Pendahuluan

Sistem dinamik merupakan sistem bekerja secara dinamis yang dapat ditentukan vektor
kendalinya. Berdasarkan waktunya ada sistem dinamik kontinu dan sistem dinamik diskrit.
Sistem dinamik diskrit merupakan sistem yang bergerak tidak statis atau bergerak dinamis yang
bekerja pada waktu diskrit. Pada sistem dinamik diskrit terdapat banyak bentuk persamaan
dinamik, salah satunya vyaitu bentuk kanonik diagonal. Bentuk Kanonik diagonal dapat
ditemukan di Ogata (1995) dan Heri (2004), pada kedua sumber tersebut diketahui bahwa
bentuk kanonik diagonal merupakan bentuk representasi dari persamaan karakteristik dinamik
dengan menggunakan persamaan pulse transfer. Namun pada Ogata (1995) dan Heri (2004),
hanya dijelaskan membentuk bentuk kanonik diagonal dari persamaan karakteristik dinamik
diskrit tapi belum ditemukan vektor kendali. Penentuan vektor kendali untuk sistem dinamik
waktu diskrit dapat ditemukan pada Soleha (2013) yang telah membahas tentang penentuan
kendali optimal pada sistem dinamik waktu diskrit dengan menggunakan persamaan Hamiltom
dengan penyelesaian persamaan Riccati waktu diskrit.

Selain itu, menurut Gaitsgory dkk (2015) diketahui bahwa sistem dinamik waktu diskrit dapat
diberikan faktor diskon pada persamaan dinamiknya. Namun, pada Gaitsgory dkk (2016) sistem
dinamik diskrit yang diberikan belum berbentuk kanonik diagonal. Oleh karena itu, penulis akan
merubahterlebih dahulu bentuk kanonik diagonal pada Ogata (1995) dan Heri (2004) dengan
cara memberikan faktor diskon yang diperolah dari Gaitsgory dkk (2016). Kemudian penulis
juga memberikan faktor diskon pada fungsi tujuan yang diberikan pada bentuk kanonik
diagonal.

Sehingga berdasarkan uraian diatas. penulis akan menentukan vektor kendali dari bentuk
kanonik diagonal dengan penambahan faktor diskon pada waktu diskrit, menggunakan pola
penentuan vektor kendali pada sistem dinamik waktu diskrit pada Soleha (2013). Pada
penelitian ini penulis membatasi bentuk kanonik diagonal untuk matriks ukuran n=2untuk satu
kendali pada waktu diskrit.
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2. Metode Penelitian.
Pada bagian ini diberikan beberapa teori yang mendukung pembahasan pada penelitian
ini:

2.1.Kendali Optimal Waktu Diskrit
Diberikan persamaan umum dinamik untuk masalah kendali optimal unutk waktu diskrit
sebagai berikut:
Xps1 = fFxpu), k=1,2,..,n (1)

dengan kondisi awal x,denganx,., = x,adalah vektor state berukuran n dan vektor kendaliu,
adalah vektor berukuran m.
Selanjutnya diketahui fungsi tujuan sebagai berikut:

J = 0N, x,) + TR LF (o i) 2
Kemudian, untuk menentukan solusi dari masalah umum Kkendali optimal waktu diskrit

diperlukan persamaan-persamaan yang berfungsi untuk mendapatkan vektor kendali. Adapun
persamaan-persamaan itu sebagai berikut:

Persamaan Hamilton : H* = L¥(xp, wy) + AL 5 (g, wy) (3)
aHk .
Persamaan state Ky =——, k=i..,N—1, 4)
0Ak+1
. aHk .
Persamaan costate :—1; = o k=1i..,,N—-1, (5)
k
. . aHk .
Persamaan stasioner : 0 = P k=1i..,N—1, (6)
k

Selanjutnya, dengan menggunakan persamaan (3)-(6) dapat dibentuk persamaan Riccati untuk
waktu diskrit untuk mendapatkan vektor kendali.

2.2.Sistem Dinamik Linier Kuadratik untuk Waktu Diskrit dengan Faktor Diskon
Berdasarkan persamaan (1) dibentuk fungsi dinamik dengan pemberian faktor diskon

sebagai berikut :
VB Xy = \/ﬁk“(fk(xk: uk))
B 41 = A[BVBE(F(xi)) + BB (F* (i)

dengan menggunakan definisi X, = /B¥x,dan 1w, = \/ﬁuk, maka diperoleh:

Rier = VB ((FE(x0) + FE ) )
Kemudian fungsi tujuan dengan pemberian faktor diskon sebagai berikut :
J = 0W, %) + XikZo L* R, W) (8)

2.3. Bentuk Kanonik Diagonal
Diberikan persamaan karakteristik untuk matriks ukuran 2x2 yaitu
y(k) + a,y(k — 1) + a,y(k — 2) = byu(k) + byu(k — 1) + byu(k — 2)
vy A +a;z7t +a,z72) =u(2)(by + byz™t + byz7?%)
y(2)(z® + a;z + a,) = u(z)(by + byz + b,) 9)

Persamaan (9) diatas dapat diubah kebentuk fungsi pulse transfer sebagai berikut:
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y(z) _ boz?+biz+b,
u(z)  z2+a,z+a,

(10

Fungsi pulse tranfer pada Persamaan (10)dapat diubah ke bentuk kanonik diagonal sebagai
berikut:

0 1
X1 = [%1 Pz] X+ [1] Uy (11)
Selanjutnya, metode penelitian yang dipakai sebagai berikut :

1. Bentuk kanonik diagonal diskrit pada Persamaan (11) dan fungsi tujuan pada Persamaan (2)
diberikan faktor diskon seperti pada Persamaan (7) dan (8).

2. Berdasarkan langkah (1), dibentuk persamaan Hamilton.

3. Berdasarkan Persamaan Hamilton pada langkah (2) dibentuk persamaan state, costate dan

stasioner.

Dibentuk pengali lagrange dari fungsi tujuan pada langkah (1).

Berdasarkan langkah (4) dan persamaan costate pada langkah (3) dibentuk persamaan

Ricccati kemudian ditentukan solusinya.

6. Solusi persamaan Riccati pada langkah (5), persamaan costate pada langkah (3), pengali
lagrange pada langkah (4) dan persamaan stasioner pada langkah (3) digunakan untuk
membentuk vektor kendali.

o s

3. Pembahasan
3.1. Bentuk Kanonik Diagonal untuk matriks n = 2.

Pada bagian ini, dibentuk kanonik diagonal untuk matriks n = 2 pada Persamaan (11),
dengan pemberian faktor diskon seperti pada Persamaan (7). Bentuk kanonik diagonal yang
diperoleh sebagai berikut:

~ _ Pi\/ﬁ 0 1. \/E]A
Xp+1 = [ 0 sz/E] Xy + [\/E uy (12)

Kemudian berdasarkan Persamaan (8) dibentuk fungsi tujuan yang telah diberikan faktor
diskonuntuk waktu diskrit, yaitu:

1 A ~ 1 —1 A ~ ~ ~
J= EXKISNxN + 522’:(} X Q%) + WeRW, (13)
Pada Persamaan (13) diasumsikan Q, R, dan S, adalah matriks simetri semidefinite positif dan

Ry, # 0 untuk semua k.

Selanjutnya, berdasarkan Persamaan (12) dan fungsi tujuan (13) dibentuk persamaan Hamilton
berdasarkan persamaan (3) sebagai berikut,

Sl o)

Kemudian dari Persamaan Hamilton (14), untukmendapatkan vektor kendali yang diinginkan.
Maka perlu dibentuk persamaan state,persamaan costatedan persamaan stasionerseperti pada
persamaan (4)-(6) sebagai berikut:

1,4 ~ ~ =~
H =2 (RkQRy + WRW) + Ay (

0
Persamaan state D Ry = B:H = [m;)/[_? \/ﬁ] X+ [ﬁ] iy, (15)
k+1 pz
ooT
Persamaan costate A = ‘3%’; = Qx;, + [plo \/[g] As1s (16)
P2
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T

p ] Ms 17)

JB

BerdasarkanPersamaan (17) maka diperolehvektor kendali yaitu

T
ﬁ] Aier1s (18)

Pada Persamaan (18) simbol 4,,, belum diketahui nilainya. Oleh karena itu Persamaan (18)
disubtitusikan ke Persamaan (15) yaitu,

S
N R /) R N/

Kemudian berdasarkan fungsi tujuan Persamaan (5) diturunkan terhadap X, untuk membentuk
pengali lagrange yaitu:

. 0H =~
Persamaan stasioner : 0 = a_ﬁk = R, + [
k

ﬁk = _R_l [

R L/\/g] Ak+1s (19)

a] -
Ay = E = SnXy
Untuk setiap k diasumsikan berlaku,
lk = Skik (20)

Kemudian diubstitusikan Persamaan (20) ke Persamaan (19) untuk mendapatkan persamaan:

O N e

selanjutnya disubstitusikan Persamaan (20) ke Persamaan (16) yaitu

- ~ LB 0 -
SiXe = QX +[ 1\/_ ] Sk+1Xk+1- (22)
0 pZ\/.E
Berikutnya, disubstitusikan persamaan (21) ke Persamaan (22) untuk mendapatkan,
T -1
pivB 0 Bl 11" pivB 0
S = [ G ] Sice1 (H[J—]R '] Skﬂ) [ G +0Q (23)
N N N 0 p/B

Persamaan (23) merupakan persamaan Riccati untuk waktu diskrit pada kasus bentuk kanonik
diagonal dengan pemberian faktor diskon. Selanjutnya, persamaan Riccati (23) akan dicari
solusi S, . Kemudian dari persamaan (16) dan Persamaan (20)dapat dibentuk persamaan
sebagai berikut:

Sk — @)%y, (24)

Aks1 = ([pl\/ﬁ 0 ]T>_
0 pzx/E

Selanjutnya,disubstitusikan persamaan (24) ke persamaan (18) diperoleh

e (5 )
NG 0 py/B

Persamaan (25) dapat disederhanakan menjadi:

u=- (Sk — @)Xy, (25)
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-~

u, = —Ki Xy,

-1
- [ﬁ] pe o ] (Se -
VB 0 /B *
3.2. Simulasi Pembahasan

Pada bagian ini, diberikan sebuah simulasi untuk kasus yang dibahas pada bagian 3.1,
sebagai berikut.

dengan

Berdasarkan persamaan (11) diberikan bentuk kanonik diagonal yaitu,

[3 ,33 3,33]

Yerr = 6,67] Xt [3,33 u
dengan fungsi tujuan yaitu

14

3, 33 0
] = xNSNxN Z 3,33] X + ul[l]uk)

k=0

Pada bentuk kanonik diagonal dan fungsi tujuan tersebut diberikan faktor diskon sebesar \/ﬁ
dengan nilai f# =10% = 0,1. Sehingga dapat dibentuk kanonik diagonal dan fungsi tujuan
dengan faktor diskon berturut-turut yaitu

Fierr = [0 z]Ak+[1]

dengan,

15
I e 1 10 T s
]=ExESNxN+§Z(xk 0 1]x +u£Ruk)

k=0

Selanjutnya berdasarkan Persamaan (14) dapat dibentuk persamaan Hamilton:

H= ( [0 1]xk+uk[1]uk)+/1k+1((1) (2)]xk+[]uk)

Kemudian dari persamaan Hamilton menghasilkan persamaan state,persamaan
costatedan persamaan stasioner sebagai berikut:

Persamaan state: Xps1 = ;A_Zfl = [(1) (2)] X + [ﬂ iy,

T
Persamaan costate: 4, = % = QXx;, + [(1) g] Akt
k

aHk

Persamaan stasioner: 0= Py
k

+ {1 1]Ak41,

Berdasarkan persamaan (23), maka dapat dibentuk persamaan Riccati yaitu,

sem ! Yseo(ls SJ LY s) 2 2 ©

maka diperoleh persamaan Riccati dengan solusi S, . Selanjutnya akan dicari nilai dari
Siydengan cara menghitung mundur dari k = 15 sampai k = 0 dengan diberikan S;¢ = [é
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(e R TS W e I FR E O e

S _[2,65 —3,04
147|304 986

Berdasarkan perhitungan mundur, diadapat bahwa iterasi ke-5 sampai iterasi ke-0, diperoleh
hasil yang sama yaitu

482 —824
S5 =So = [—8,24 22,31

Berdasarkan hasil-hasil solusi persamaan Ricatti, maka dapat dibuat vektor kendali yaitu

ke=-t 15 3 (7 F-l5 =p2s

dengan, ;s = [0,25 -3]x;

ka=-t 0(fy ) (55 Sl =ros s

dengan, @,, = [0,18 0,89]%,

K=ro=-t 0(y 3 (57 2225 f=t0s 202

dengan, us =1, = [-0,3 2,42]x,

4. Kesimpulan

Berdasarkan uraian padapembahasan yang telah diberikan, maka diperoleh kesimpulan
bahwa vektor kendali untuk bentuk kanonik diagonal dengan faktor diskon yaitu
Daftar Pustaka:

T T\ ~1
0
S (e
2
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