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Abstrak

Pada jurnal ini dijelaskan tentang model epidemik SVEIS dengan saturated incidence rate. Model
epidemik SVEIS membagi populasi menjadi empat kelompok vyaitu kelompok S (susceptible), V
(vaccinated), E (exposed), dan | (infected). Metode yang digunakan pada model ini yaitu kriteria nilai
eigen atau kriteria Routh-Hurwitz. Hasil yang diperoleh dari analisis model ini terdapat dua titik
kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik penyakit. Jika
syarat terpenuhi, maka titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik penyakit
akan stabil asimtotik.

Kata kunci : Model epidemik SVEIS, Stabil asimtotik, Titik kesetimbangan.

Abstract
In this journal discusses about the SVEIS epidemic model with saturated incidence rate. SVEIS
epidemic model divides the population into four copartements, namely S (susceptible), V (vaccinated), E
(exposed), and | (infected). The methods used in this model are the eigen value criteria or the Routh-
Hurwitz criteria. The results obtained from the analysis of models has two equilibrium point, there are
disease free equilibrium point and the endemic equilibrium disease point. If the condition are complete,
then a disease free equilibrium point and endemic equilibrium disease point are asymptotically stable.

Keywords : Asymptotically stable, Equilibrium point , SVEIS epidemic model.

1. Pendahuluan

Penyakit menular merupakan salah satu masalah yang berbahaya bagi kesehatan
masyarakat karena bisa menyebabkan kematian. Beberapa penyakit menular yang bisa
menyebabkan kematian yaitu hepatitis B, tuberkulosis, polio, campak dan lain-lain. Penyakit
tersebut disebabkan oleh virus, bakteri atau yang lainnya, yang dapat menyebar melalui kontak
langsung dengan penderita maupun tidak langsung seperti melalui udara, makanan, pakaian
atau yang lainnya.

Pencegahan penyakit menular dapat dilakukan dengan cara memberikan penyuluhan
tentang suatu penyakit kepada masyarakat, menghindari terjadinya kontak, dan melakukan
program vaksinasi. Selain itu, dengan memberikan pengobatan yang tepat bagi individu yang
terinfeksi penyakit juga mampu mengurangi penularan suatu penyakit.

Perkembangan ilmu pengetahuan di bidang matematika turut memberikan peranan dalam
pencegahan penyebaran suatu penyakit. Salah satunya yaitu pemodelan matematika.
Pemodelan matematika bisa membantu dalam memprediksi dan mengendalikan penyebaran
penyakit di masa yang akan datang. Model matematika dapat digunakan untuk memprediksi
jumlah individu yang rentan terhadap penyakit, memprediksi jumlah individu yang harus
divaksinasi dan memprediksi jumlah individu yang harus diobati.

Model matematika yang sederhana adalah model epidemik SIR. Model tersebut membagi
suatu populasi menjadi tiga kelompok. Kelompok S (susceptible) yaitu individu- individu yang
sehat tetapi rentan terhadap infeksi penyakit. Kelompok | (infected) yaitu individu-individu yang
telah terinfeksi dan mampu menularkan penyakit serta dapat sembuh dari penyakit. Kelompok
R (recovered) yaitu individu-individu yang telah sembuh dari penyakit dan memiliki kekebalan
permanen atau tidak akan mejadi rentan kembali.

Beberapa tahun terakhir, banyak upaya yang telah dilakukan dalam mengembangkan
model epidemik SIR seperti model epidemik SIRS, SEIR, SEIV dan SVEIS. Pada model
epidemik SIRS, kelompok R (recovered) yaitu individu-individu yang telah sembuh dari penyakit
dan tidak memiliki kekebalan terhadap penyakit sehingga dapat menjadi rentan kembali.
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Kelompok E (exposed) yaitu kelompok individu-individu yang mengalami masa inkubasi dan
tidak memiliki kemampuan untuk menularkan penyakit. Dan kelompok V (vaccinated) yaitu
kelompok individu telah divaksinasi.

Penelitian tentang model epidemik SEIV sudah banyak dilakukan, diantaranya yaitu Cai
dan Li (2009). Cai dan Li menggunakan model epidemik SEIV (susceptible, exposed, infected,

Sl

vaccinated) dengan laju penularan A8 dan vaksinasi. Selanjutnya Adebimpe (2014) juga
g (1)

menggunakan model epidemik SEIV. Jurnal tersebut menggunakan laju penularan saturated

incidence rate

1+ al
Sahu dan Dhar (2012) mengembangkan model epidemik SEIV menjadi model SVEIS.
Sahu dan Dhar membahas tentang model epidemik SVEIS dengan laju penularan saturated

incidence rate . Jurnal tersebut mengasumsikan semua bayi yang baru lahir masuk

1+ al
kelompok rentan, kemudian sebagian populasi rentan divaksinasi sehingga masuk kelompok
vaksinasi dan sebagian yang lainnya akan mengalami masa inkubasi. Individu yang telah
divaksinasi akan mengalami pemudaran vaksin sehingga individu tersebut menjadi rentan
kembali.
Berdasarkan jurnal Sahu dan Dhar (2012), penulis tertarik untuk mengembangkan

penelitian tentang model epidemik SVEIS. Laju penularan dan asumsi yang awalnya
1+ al

dan semua bayi yang baru lahir masuk kelompok rentan, maka dalam penelitian ini penulis

merubah laju penularan menjadi dan mengasumsikan bahwa setiap bayi yang baru

2
1+ al

lahir harus divaksinasi. Jika setiap bayi yang baru lahir divaksinasi, maka bayi akan mempunyai
kekebalan tubuh yang lebih kuat dan terhindar dari suatu penyakit sehingga dapat memperkecil
laju penyebaran suatu penyakit.

2. Metodologi Penelitian

Metodologi penelitian dalam jurnal ini menggunakan studi literatur dengan mempelajari
buku-buku dan jurnal-jurnal yang berhubungan dengan penyebaran penyakit. Langkah-langkah
yang digunakan dalam tugas akhir ini yaitu :
1. Diberikan variabel dan parameter pada model epidemik SVEIS (Sahu dan Dhar, 2012).
2. Diberikan persamaan pada model epidemik SVEIS (Sahu dan Dhar, 2012) vyaitu:

ds BSI

— =A-uS -wS +6V - +(@1-q), (1.1

dt 1+ al

dav

— =wS -6V — uV - EE + gy, (1.2)

dt

dE Sl

€ _F — uE — ¢E - oE, (1.3)

dt 1+ al

dl

— =o0E — ul —yl. (1.4)

dt

. . BSI -
3. Berdasarkan pada langkah (2) dirubah laju penularan yang awalnya menjadi
1+ al

dan dibentuk asumsi bahwa setiap bayi yang baru lahir harus divaksinasi agar

1+ al
dapat memperkecil laju penyebaran suatu penyakit.

4, Melengkapi model pada langkah (2) berdasarkan laju penularan dan asumsi pada
langkah (3).
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5. Menentukan titik kesetimbangan dari sistem persamaan diferensial yang telah diperoleh
pada langkah (4), baik itu titik kesetimbangan bebas penyakit maupun titik
kesetimbangan endemik penyakit.

6. Menganalisa kestabilan titik kesetimbangan dengan cara melakukan linearisasi sistem,
menentukan nilai eigen dan menentukan sifat kestabilan.
7. Simulasi numerik titik kesetimbangan menggunakan Software Maple.

3. Pembahasan dan Hasil

Model epidemik SVEIS dibentuk dengan memerlukan beberapa asumsi. Kemudian dalam
model ini akan dicari titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik
penyakit serta kestabilan pada titik kesetimbangan. Populasi pada model epidemik SVEIS
dibagi menjadi empat kelompok yaitu kelompok S (susceptible), V (vaccinated), E (exposed),
dan | (infected).

3.1.Pembentukan Model Epidemik SVEIS
Pembentukan model epidemik SVEIS pada penelitan ini digunakan sejumlah asumsi
pada model epidemik SVEIS jurnal Sahu dan Dhar, kemudian dirubah laju penularan yang

awalnya menjadi

1+ al 1+ al
divaksinasi agar dapat memperkecil laju penyebaran suatu penyakit.
Berdasarkan asumsi tersebut maka dapat dibentuk sistem persamaan diferensial sebagai
berikut :

-~ dan dibentuk asumsi bahwa setiap bayi yang baru lahir harus

ds B3I

— =0V - uS - S - —+ (L-a)t, (1.5)
dt 1+ al

av

— =A+wS -6V — uV +E + gy, (1.6)
dt

dE SSI

— = > — HE - ¢E - oF, .7
dt 1+ al

dl

— =0k — ul —yl. (1.8)
dt

3.2.Titik Kesetimbagan

ds dv
Titik kesetimbangan dari Persamaan (1.5)—(1.8) diperoleh apabila — =0, — =0,
dt dt
dE dl . . . - . . .
— =0, — = 0. Titik kesetimbangan terbagi menjadi dua yaitu titik kesetimbangan bebas
dt dt

penyakit dan titik kesetimbangan endemik penyakit.
3,2,1. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Titik kesetimbangan bebas penyakit artinya di dalam suatu populasi tidak ada individu
yang terinfeksi penyakit (1 = 0). Titik kesetimbangan bebas penyakit pada model ini
dinotasikan dengan (s,,V,,E,,l,) dengan 1, = 0. Dari analisis model diperoleh titik
kesetimbangan bebas penyakit sebagai berikut :

AO (,u + @ )A

(S,,V,,E ., 1,)= , ,0,0
R (O A CR TRy )Y

3.2.2. Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit
Titik kesetimbangan endemik penyakit artinya di dalam suatu populasi selalu terdapat
individu yang terinfeksi penyakit (I = 0). Titik kesetimbangan endemik penyakit pada

model ini dinotasikan dengan (s°,v ",E’,1°) dengan 1" = 0. Dari analisis model

diperoleh titik kesetimbangan endemik penyakit (S*,v *,E",1") dengan
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. (,u+(§+a)(,u+;/)(1+al*z)v* A+oS +EET +qpl’ . (g +yn°
af ’ 0+ u ’ o '
dan | adalah akar-akar positif dari persamaan Al > + Bl * + C = 0 dengan

A _[ @ _(#+w)](u+cf+0)(#+7)a

0+ u off
B :[(/4+7)§9 , a7 _(u+§+0)(ﬂ+7)+(1_q)y]’
0+ pu)o 0+ u o

c . A6 +[ b _(y+a))](ﬂ+§+o—)(y+7).

6+ u 0+ u of
3.3.Kestabilan Titik Kesetimbangan

Kestabilan titik kesetimbangan dari Persamaan (1.5)—(1.8) dilakukan dengan mencari
hasil pelinieran mengunakan matriks Jacobian. Untuk mendapatkan matriks Jacobian masing-
masing fungsi diturunkan secara parsial terhadap variabel fungsi tersebut. Sehingga diperoleh
matriks Jacobian dari Persamaan (1.5)—(1.8), yaitu :

o) g 0 Lo q)y - PSS

| 1+al @+a?) |

J:I ® ~(u+0) ¢ ar }(
| S — Sl

| b - 0 -(u+é+o) % \

| 1+ al (]_+a| ) ‘

L 0 0 I ~(u+7y) J

3.3.1. Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Teorema 1 Jika P 3, <1, maka titik kesetimbangan bebas penyakit
(u+é&+o)u+y)

(s,.V,,E,.1,) adalah stabil asimtotik.

Bukti

Kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit dapat ditentukan dengan cara

mensubstitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit

(S,.V, E,.1,)= A0 , (e + @)A 0.0 | ke matriks Jacobian (1.9). Sehingga
O+u+0)u O0+uy+o0)u

diperoleh akar-akar karekateristik dari matriks Jacobian bebas penyakit sebagai berikut:

A, =+ Quro+0)i+(u+a)u+0)-wo) (1.20)

2aa = ((2°)+ Curcr0+7)2+ (s &+ 0)u+y)-oBS,) (1.21)

Selanjutnya berdasarkan Persamaan (1.20) diperoleh :

A, = —u. (1.22)

A,=—(u+w+0) (1.23)

Titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil asimtotik, jika semua akar-akar
karekteristiknya memiliki bagian real negatif Re 4,,,, < 0. Diketahui nilai eigen 4, dan

A, memiliki bagian real negatif Re 4,, < 0, kemudian berdasarkan Persamaan (1.21)

akan dicari nilai eigen 4, dan 1, sebagai berikut :

—(2ﬂ+§+9+7)i\/(2ﬂ+§+9+7)2—4((ﬂ+§+6)(ﬂ+7)—0ﬁ30)
; :

A =

3,4

Misalkan
(u+é+o)u+y)-apsS,)>0
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3.3.2.

(u+é+o)u+y)>aBs,.
B S,
(u+é+0)u+vy)

<1.

B,
(h+é&+0)u+r)
negatif Re 2, , < 0. Diketahui nilai eigen 2,,4,,4, dan 2, memiliki bagian real bernilai

Karena <1, sehingga nilai eigen 4, dan A, memiliki bagian real

4

negatif Re 2 < 0, maka terbukti Teorema 1 bahwa titik kesetimbangan bebas

1,2,3,4
penyakit (S,,V,,E,,l,) adalah stabil asimtotik. Hal ini menunjukkan bahwa untuk

jangka waktu yang cukup lama populasi akan terbebas dari penyakit atau di dalam suatu
populasi tidak ada individu yang terinfeksi penyakit

Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik Penyakit

Kestabilan titik kesetimbangan endemik penyakit dapat ditentukan dengan cara
mensubstitusikan titk kesetimbangan endemik penyakit (s*,v",E",1") ke matriks
Jacobian (1.9). Sehingga diperoleh persamaan karekteristik sebagai berikut :

4 3 2
a,A +a A +a,A +a,A+a, =0, (1.24)
dengan
a, =1.
Bl
a,=4du+é+o+ty+to+0+—"Fr
1+al’”
( s s ) p
—a
a, = /J2+,u;/ + us +& + uo +yo‘—%o‘ + [2;1+0+a)+ f 2}(2/1+§+o‘+;/)
L @+ ar?) J 1+al’

I’ I’
+(,uz+,uw +ﬂ72,u+6’,u + 260w +ﬁ29}
1+al’ 1+al’

i
aa—[[2#+9+w+ d ZJ(#Z+M+;4§ + &y +#0)J+[[#2+W+

-
'Bzﬂ+9ﬂ](2ﬂ+§+a+7)
1+al’

1+al’

* * * * *2
I | S" —aps’l
+[(2,u+6+a)) 5 26’+ s quoﬂ, +(2;z+¢9+m)ya}((2,u+9+a))ﬂﬂz0').
l+al” 1+al’ L L+al ?) J
2 ,BI* 2 ﬁl* 2
a,=||p +po +0u+ ;0 (ﬂ +u7+#§+§7+ﬂ6+76)+ 2(# +M+ﬂ§+§7+/tc)ﬂ
1+al’ 1+al’
* * * * ‘2
Bl Bl BS  —aps’l

+ 2(y2+,u;/+ya)9+ Z,Ltq}/a—(y2+,tlcu+9w+29a))

1+al’ 1+al’ L+al "?)
Berdasarkan kriteria kestabilan Routh-Hurwitz, nilai-nilai eigen akan memiliki bagian real

2

negative untuk n =4 apabila a, >0, a,>0, a,>0 dan aa,a, >a. +a/a,.
Dengan menggunakan Persamaan (1.26) sehingga :

Bl

*2 '

1+ al
Karena masing-masing parameter bernilai positif, maka a, > 0.
Selanjutnya
a, >0, jika b, > b, dengan

a, =4du+é+o+y+o+0+

617



Seminar Nasional Teknologi Informasi, Komunikasi dan Industri (SNTIKI-10) ISSN (Printed) : 2579-7271
Fakultas Sains dan Teknologi, UIN Sultan Syarif Kasim Riau ISSN (Online ) : 2579-5406
Pekanbaru,13 November 2018

T T
bl—[[2y+9+a)+ £ ZJ(,L/Z+;1}/+;1§+§7+yo’)}+[[ﬂz+ya)+ A 2;1+6,u}(2,u+§+0+;/)]
1+al”

1+al”

[ 1’
+[(2,u+9+a)) p 29+ £ 2qyaﬂ+(2,u+9+w)yo},
1+al’ 1+al’

S PSRV Mt VM S

‘ L (L+al?) J

* * *2
Secara khusus a, > 0, jika gS™ -apS’I~ <0,

Selanjutnya
a, >0, jika c, >c, dengan

.
Cl[[,uer,ua) + Gu +ﬁ20](;¢2+yy + ué + & + uo +7a)}
l+al’

Bl 2 Bl 2 B’
7201 +N7+ﬂ§+§7+ﬂ0)#+72(# +ﬂ7+#0)9+72#q}’0»
1+al’ 1+al’ 1+al”

BS —aps 1"
)
(L+al"?)

+

CZ=(,uz+/1a)+9a)+20a) o.

Secara khusus a, > 0, jika gS" —apgs’I o,

a
Selanjutnya jika a,a,a, > a. +a’a, maka titik kesetimbangan endemik penyakit

(S ",V E",1") stabil asimtotik. Hal ini menunjukkan bahwa untuk jangka waktu yang
cukup lama di dalam populasi tersebut selalu terdapat individu yang terinfeksi penyakit.

3.4.Simulasi

Simulasi dilakukan untuk memberi gambaran yang jelas mengenai model epidemik
SVEIS dengan saturated incidence rate. Simulasi dilakukan dengan memberikan nilai untuk
masing-masing parameter dan nilai awal setiap kelompok populasi. Pada bagian ini dilakukan
simulasi pada titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik penyakit dengan menggunakan
Software Maple 13.
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3.4.1. Simulasi titik kesetimbangan bebas penyakit

3.4.2.

Keseti

Tabel 1. Nilai Parameter untuk Bebas

Penyakit

Parameter Nilai »
A 04
U 0.02
w 0.6 :
& 0.6
B 0,004 10
a 0.1
g 0.9 o
f: [:I=2 0 100 200 2?0 400 300 600
¥ 0.033 —— =

; Gambar 1. Simulasi Titik

g 0.1 Kesetimbangan

Bebas Penyakit

Berdasarkan Gambar 1 jumlah kelompok susceptible mengalami peningkatan
dikarenakan adanya penambahan dari individu-individu yang mengalami pemudaran
vaksin. Kemudian mengalami penurunan dikarenakan adanya kematian yang disebabkan
secara alami. Selain itu adanya individu rentan yang divaksinasi juga mengakibatkan
menurunnya jumlah kelompok susceptible dan meningkatnya jumlah kelompok
vaccinated. Jumlah kelompok vaccinated mengalami peningkatan juga dikarenakan
adanya individu yang baru lahir. Selanjutnya Jumlah kelompok vaccinated ini akan
mengalami penurunan dikarenakan adanya kematian alami.

Kemudian jumlah kelompok exposed mengalami penurunan menuju angka O,
dikarenakan adanya kematian yang disebabkan secara alami dan adanya laju perubahan
individu exposed yang menjadi infected. Jumlah kelompok infected juga mengalami
penurunan menuju angka 0 karena adanya kematian yang disebabkan secara alami serta
adanya laju perubahan dari infected ke kelompok susceptible dan vaccinated. Penurunan
jumlah kelompok exposed dan infected menuju angka 0 menunjukkan bahwa jumlah
kelompok exposed dan infected akan habis sehingga tidak ada individu yang terinfeksi
penyakit.

Simulasi titik kesetimbangan endemik penyakit.
Tabel 2. Nilai Parameter untuk Endemik
Penyakit
Parameter Nilai )
A 0.4 u
L 0,02 i}
) 0.6
& 0.6 ’
,8 0,04 “
a 0.1 *1
q I:]=g 100 200 3?0 400 500 00
5 |:|=2 S m—V m— E T —
i 0.033 Gambar 2. Simulasi Titik
mbangap: 0.1

Endemik Penyakit

Berdasarkan Gambar 2 jumlah kelompok susceptible mengalami peningkatan
sampai t = 7 dikarenakan adanya penambahan dari individu-individu yang mengalami
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pemudaran vaksin. Kemudian mengalami penurunan dikarenakan adanya kematian yang
disebabkan secara alami. Selain itu adanya individu rentan yang divaksinasi juga
mengakibatkan menurunnya jumlah kelompok susceptible dan meningkatnya jumlah
kelompok vaccinated.

Jumlah kelompok vaccinated mengalami peningkatan sampai t = 8 dikarenakan
juga adanya penambahan dari individu yang baru lahir. Meningkatnya jumlah kelompok
vaccinated menyebabkan menurunnya jumlah kelompok exposed dan infected. Hal ini
akibat dari adanya laju individu-individu sembuh dari kelompok exposed dan infected
masuk ke kelompok vaccinated. Selanjutnya Jumlah kelompok vaccinated ini akan
mengalami penurunan dikarenakan adanya kematian yang disebabkan secara alami.

Kemudian jumlah kelompok exposed mengalami peningkatan karena adanya laju
infeksi pada proses penularan individu dari kelompok susceptible menuju exposed.
Selanjutnya jumlah kelompok exposed mengalami penurunan kembali dikarenakan
adanya kematian yang disebabkan secara alami dan adanya individu exposed yang
menjadi infected. Jumlah kelompok infected juga mengalami penurunan dikarenakan
adanya kematian yang disebabkan secara alami. Penurunan jumlah kelompok
susceptible, vaccinated, exposed, dan infected bergerak menuju titik kesetimbangan
endemik penyakit. Hal ini menunjukkan di dalam populasi tersebut selalu terdapat
individu yang terinfeksi penyakit.

3.5. Kesimpulan

Titik kesetimbangan bebas penyakit (S,.vV,,E,,1,) stabil asimtotik jika
Oﬁso

(u+é&+o)u+r)
terbebas dari penyakit atau di dalam suatu populasi tidak ada individu yang terinfeksi

penyakit. Titik kesetimbangan endemik penyakit (S "VLET I ) stabil asimtotik jika

<1, yang berarti untuk jangka waktu yang cukup lama populasi akan

a,>0, a, >0,a, >0 dan a,a,a, > a, +a,a, yang berarti untuk jangka waktu yang
cukup lama di dalam populasi tersebut selalu terdapat individu yang terinfeksi penyakit.
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