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Abstrak
Penelitian ini membahas tentang metode iterasi baru untuk mencari akar-akar persamaan nonlinear dengan
variabel tunggal yang merupakan kombinasi metode doubel-Newton dengan metode Kou et al. menjadi metode
iterasi tiga langkah. Berdasarkan hasil penelitian ditunjukkan bahwa metode iterasi baru yang diperoleh mempunyai
orde konvergensi delapan dengan tiga evaluasi fungsi dan dua evaluasi turunan pertama pada setiap iterasi,
sehingga indeks efisiensinya adalah 1,5157. Komputasi numerik untuk beberapa contoh yang digunakan
menunjukkan metode iterasi baru lebih efektif jika dibandingkan dengan metode lain yang didiskusikan.

Kata kunci: Indeks efisiensi, metode doubel-Newton, metode Newton, orde konvergensi, persamaan nonlinear.

Abstract
This study discusses the new iteration method to find the roots of nonlinear equations with a single variable
that is a combination of double-Newton method with the Kou et al. method to a three-step iteration method. Based on
the results of the study indicated that the new iteration method obtained has order of convergence of eight with three
evaluation functions and the first two derivatives evaluation at each iteration, so the efficiency index was 1.5157.
Numerical computation for some of the examples used show the new iteration method is more effective than the
other methods discussed.

Keywords: Efficiency index, double-Newton method, Newton's method, the order of convergence, nonlinear
equations.

1. Pendahuluan

Salah satu masalah praktis yang paling sering muncul di banyak bidang studi seperti matematika,
fisika, biologi, kimia, ekonomi, semua tahapan teknik, riset operasi, dan sain sosial adalah menyelesaikan
suatu persamaan. Jika persamaan tersebut dalam bentuk linear, maka metode metode analitik dapat
digunakan untuk menyelesaikannya. Akan tetapi, jika persamaan tersebut dalam bentuk nonlinear, maka
tidak semua metode analitik dapat menyelesaikannya. Untuk itu, metode numerik diperlukan untuk
menyelesaikan permasalahan tersebut. Permsalahan sering muncul dalam metode numerik adalah
menentukan akar dari suatu persamaan nonlinear dalam bentuk

FUX) =0, oo )

Metode yang sering digunakan untuk menyelesaikan persamaan (1) adalah metode iterasi yang
menghasilkan penyelesaian berupa nilai hampiran. Metode iterasi yang sangat populer dan sering
digunakan untuk menyelesaikan persamaan (1) adalah metode Newton dengan bentuk

xml:xn—ﬁ, N=0,12,... dan f'(X) =0, ..ccceervriiiiiiiii )
f'(x,)
dengan orde konvergensi dua [6, 8]. Pada perkembangannya metode Newton telah banyak
mengalami modifikasi dengan tujuan untuk meningkatkan orde konvergensi dan indeks
efisiensi. Modifikasi metode Newton dengan orde konvergensi tiga dapat di lihat pada [3,7,8, 10,
12, 16, 18], dan modifikasi metode Newton dengan orde konvergensi empat dapat di lihat pada [4, 5, 17].
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Kung dan Traub [14] mengembangkan metode Newton menjadi metode iterasi dua langkah
dengan bentuk

1)
SCS)
f(v,)
Xn+ — yn - n LT R PP R PP PR PR PTPEPE PR (3)
RN

yang dikenal dengan metode doubel-Newton dan memiliki orde konvergensi empat dengan empat
evaluasi fungsi pada setiap iterasi. Kou et al. [13] mengembangkan sebuah metode iterasi baru yang
mengkombinasikan metode Potra-Ptak dan Newton-Steffensen dengan bentuk

NP (GO RO NP NN {5 S
£'(x,) F OO O) = F(3,))

dengan orde konvergensi empat [13].

Pada artikel ini dibahas kombinasi metode iterasi pada persaman (3) dan persamaan (4) menjadi
metode iterasi tiga langkah, yang kemudian dilanjutkan dengan analisa konvergensi metode tersebut,
Selanjutnya, metode yang diperoleh dilakukan uji komputasi untuk melihat keunggulan metode dengan
beberapa metode yang dibandingkan.

2. Metodologi dan Bahan Penelitian

Metodologi yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur dengan mengumpulkan
data dan informasi terhadap materi-materi yang berkaitan dengan penelitian yang bersumber dari
beberapa buku dan artikel. Selanjutnya, bagian ini juuga memuat beberapa definisi dan teorema dasar
yang dapat digunakan sebagai landasan matematis untuk uraian-uraian pada bagian selanjutnya yang
disajikan berikut ini.

Definisi 2.1 (Akar Persamaan) [11] Misalkan f(x) adalah suatu fungsi kontinu. Setiap bilangan a pada
domain f yang memenuhi f(a) = 0 disebut pembuat nol fungsi f(x), atau juga disebut akar persamaan f(x)
=0.

Teorema 2.2 (Teorema Taylor) [2] Misalkan n € N, dengan N bilangan bulat positif. Misalkan suatu
interval | = [a, b] dan sedemikian hingga f dan f', f*, . . . , f kontinu pada | dan f™*" ada pada (a, b). Jika
Xo € | maka untuk sebarang x € | terdapat suatu titik ¢ diantara x dan x, sehingga

f(X)=f(X04-fKXQ(X—x04~1%§&2(x_x02+.“+

(n) (n+1)
1000 ey, 1000

n! (n+1)! (=)™

Definisi 2.3 (Orde Konvergensi) [1] Sebuah barisan iterasi {x,|n = 0} dikatakan konvergen dengan orde p
=1 ke ajika

ot =X, <l —x,|°, n=0,
untuk suatu kosntanta ¢ > 0. Jika p = 1, maka barisan disebut konvergen linear ke a.
Definisi 2.4 (COC) [18] Misalkan a adalah akar persamaan nonlinear f(x), dan andaikan Xn-;, Xn, Xp+1
adalah tiga iterasi berturut-turut yang cukup dekat ke akar a. Maka computational order of convergence

(COC) dapat diaproksimasi menggunakan rumus
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_Inj(x —a) (%, — )|

COC~= :
In|(x, — ) (X, 1) —

Definisi 2.5 (Indeks Efisiensi) [9] Misalkan g adalah banyak evaluasi fungsi yang dibutuhkan oleh suatu
metode iterasi. Efisiensi dari metode tersebut dihitung dengan indeks efisiensi yang didefinisikan sebagai
p”q , dengan p adalah orde konvergensi dari metode tersebut.

3. Hasil dan Pembahasan

Untuk meningkatkan orde konvergensi metode iterasi pada persamaan (3) dan persamaan (4)
yang memiliki orde konvergensi empat. Metode tersebut dikombinasikan menjadi metode iterasi tiga
langkah dalam bentuk berikut

_, . fx)
Y, =X T (5)
., Flyw)
z =y, Py 6)
fy)+f(z.) f(y,)?
1= n_e ; ne— 1_9 n C eeriaeeaas
Yo =Y T A TR A RRTC) @

Berikut ini akan ditunjukkan orde konvergensi metode iterasi (5) — (7) sebagaimana disajikan
pada Teorema 3.1.

Teorema 3.1 (Kekonvergenan Metode lIterasi) Misalkan f: I) = R fungsi yang mempunyai turunan pada
interval D. Selanjutnya asumsikan bahwa a adalah akar sederhana dari persamaan f(x) = 0. Misalkan

diberikan tebakan awal xo cukup dekat ke a, maka metode iterasi (5) — (7) mempunyai orde konvergensi
dalapan untuk 6 = —1 dan memenuhi persamaan error:

€1 = (30; _Cacg)eg +O(e:),
f (k) (0()
Kl f'(a)
Bukti. Misalkan a akar sederhana dari persamaan f{x) =0, maka f{z) = 0. Ekspansi Taylor untuk

f(x,) di sekitar x,=a dan dengan mengabaikan suku yang memuat (x,—a)¥, dengan k =9
diperoleh

dengancC, = k>1ldan e, =X, —c.

f(x,)=f(a)+ f'()(x, —) +% £ (@) (x, —a)? +---+0((x, —)°). ....... 8)

f(k)(a)
k' f'()

penyederhanaan persamaan (8) dapat ditulis kembali dalam bentuk

Oleh karena C, = dengan k=2,3,...,8 dan €,=X,—«a, sehingga setelah

f(X,)=f'(@)(e, +C,07 +CseS +Cer +---+0(E)): orvovreaieraenin. )

Dengan cara yang sama, f'(x,) dapat diperoleh dengan menggunakan ekspansi deret Taylor di sekitar
X, = & dan diperoleh
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f'(x,) = f'(@)1+2c,e, +3c,87 +4C,eS +---+0(ED). oovvvirinn. (10)
Berdasarkan persamaan (9) dan (10) diperoleh
ff'((x”)) =e, —C,82 +2(C,” —C,)e2 + (7c,c, —4c? —3c,)ef +---+O(e]). .o (11)
Xn

Persamaan (11) disubstitusikan ke persamaan (5) diperoleh
y, =a+c,e2—2(c,’ —c,)e’ —(7c,c, —4c,” —3c,)el +---+0(ed). ... 12)
Kemudian, gunakan ekspansi deret Taylor untuk memperoleh f{ v, ) di sekitar v, = & sehingga
f(y,) = f'(a)(c,e? +2(c, +c5)el +(5¢; —7c,c, +3¢,)en +---+O0(E)......(13)
Untuk memperoleh f'(¥,) ekspansi kembali menggunakan deret Taylor di sekitar y,, = &
sehingga diperoleh
f'(y,) = f'(a)@+2c2e? +4(c,c, —C))e’ +(6¢,c, —11cic, +8c;)er +---+0(ed). .(14)
Berdasarkan persamaan (13) dan (14) diperoleh

f(yn)

f'(yn)
Persamaan (15) disubstitusikan ke persamaan (6) diperoleh

=C,e7 +2(c5 —c,)ed + (3¢S —7¢,c, +3c,)er ++-+O0(). cvrveiirnnnnnn (15)

Z, =a+Cien +(4C,Co —4C))er +---+0(E)). wvvvvevrererianns (16)
Untuk mendapatkan f{ z,, ) digunakan ekspansi deret Taylor di sekitar ¥ = z,, sehingga diperoleh
f(z,)=clel +(4c,Co —4C)e ++-+0(8)). vvvvveraerraennn. (17)
Berdasarkan persamaan (13), (14), dan (17) secara berturut-turut diperoleh
f + f(z
% =c,e” +(2c, —2c2)e’ + (3c, —7c,c, +4cd)el +---+0(e)). ........(18)
n

dan

f(y,)*
£y )(F(ya) - £(z,))
Persamaan (18) dan (19) disubstitusikan ke persamaan (7) diperoleh
X, = o+ (Cy +6c3)ed +(6c,C; +66c,c, —6C) —66cs)e! +---+O0(€)). .......... (20)
Jika nilai 6 = -1 , maka persamaan (20) menjadi
X,y = +(3C —C,C)EY +O(E)). + v, (1)
Oleh karena €;,+1 = X544 — X, persamaan (35) menjadi

=8’ +(2c, —2¢2)ed + (3¢, — 7c,c, +4cd)er +---+0O(er). ...(19)

€ = (3027 - C3C§)eg + O(eg)-
4. Simulasi Numerik

Pada bagian ini dilakukan simulasi numerik untuk membandingkan beberapa metode iterasi seperti
metode newton (mn) persamaan (2), metode doubel-newton (mdb) persamaan (3), metode kou et al. (mky)
persamaan (4), metode chebyshev-lagrange mcl [15], dan metode yang didiskusikan (mna) dalam menemukan
akar dari persamaan nonlinear. Untuk melakukan perbandingan ini, ada beberapa persamaan nonlinear yang
digunakan. Komputasi dilakukan dengan menggunakan bantuan software maple 13 dengan ketelitian sampai 800
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digit. Adapun kriteria pemberhentian program komputasi adalah jika | f(x,+1)| = Tol, |xy — x3—1| = Tol, dan

jumlah iterasi mencapai maksimum iterasi. To! yang digunakan adalah sebesar 10™®.

Selanjutnya, hasil simulasi numerik untuk jumlah iterasi yang diperoleh untuk beberapa metode yang
dibandingkan dapat di lihat pada tabel 1 — 4.

Tabel 1: Perbandingan Jumlah lterasi untuk Fungsi f;

. Jumlah Iterasi
X
Fungsi  TMN [ MDN | MKY | MCL | MNA @
00 | 12 6 6 6 7
_ 3 16 9 5 6 3 3
f,0)=(x-1)"-1 5473 a a 3 3 2,0000000000000000
40 [ 10 5 6 4 3
Tabel 2: Perbandingan Jumlah lterasi untuk Fungsi f,
Funasi ¥ Jumlah lterasi o
9 © TMN [ MDN [ MKY | MCL | MNA
1,0 7 4 4 3 3
x 15 7 4 4 3 3
f,(X)=e" +cosx 5517 7 7 3 3 1,7461395304080124
25 8 4 5 3 3
Tabel 3: Perbandingan Jumlah lterasi untuk Fungsi f;
Funasi ¥ Jumlah lterasi o
g © MN [ MDN [ MKY | MCL | MNA
15 | 15 8 * 6 6
Xy g2 -05 7 4 4 3 3
f,()=e"+X"+3X o T 7 7 1 3 5 -0,278181447374428
05 8 4 4 3 3
Tabel 4: Perbandingan Jumlah Iterasi untuk Fungsi f,
Funasi Xg Jumlah Iterasi o
9 MN | MDN | MKY | MCL | MNA
-1,0 9 5 5 3 3
X, 2 0,8 8 4 4 3 3
f,()=e"+X"+3X 5 T3 : : 3 a -0,442854401002388
1,0 | 10 5 5 4 4

Berdasarkan Tabel 1 — 4 dapat dilihat bahwa secara keseluruhan jumlah iterasi yang dihasilkan oleh MNA
lebih sedikit jika dibandingkan dengan MN, MDN, dan MKY dan mempunyai jumlah iterasi yang sama dengan MCL
karena orde konvergensinya sama. Tabel 3 memperlihatkan dengan tanda bintang (*) bahwa untuk nilai
xp = —1,5 MKY tidak dapat menemukan akar yang dinginkan. Jika di lihat dari Tabel 1 — 4 untuk beberapa fungsi

dan variasi nilai awal yang digunakan bahwa MNA lebih unggul dari metode tiga metode lainnya, yaitu MN, MDN,
dan MKY. Sedangkan jika dibandingkan dengan MCL, maka MNA memiliki jumlah iterasi yang secara keseluruhan
sama dengan MCL.

Tabel 5 berikut menunjukkan nilai COC dari beberapa metode yang dibandingkan dengan MNA untuk
beberapa variasi nilai awal yang diberikan.

Tabel 5: Perbandingan Nilai COC

Fungsi xq Nilai COC
MN MDB MKY MCL MNA
00 | 20000 4,0000 4,0000 8,0000 7,9961
fi(x) 1,6 2,0000 4,0000 4,0000 7.9995 7,9985
2,4 2,0000 4,0000 4,0000 8,0000 8,0000
40 2,0000 4,0000 4,0000 8,0000 7,9999
10 2,0000 4,0000 4,0000 8,0000 8,0000
falx) 15 2,0000 4,0000 4,0000 8,0000 8,0000
20 2,0000 4,0000 4,0000 8,0000 8,0000

602



Seminar Nasional Teknologi Informasi, Komunikasi dan Industri (SNTIKI) 9 ISSN (Printed) : 2579-7271
Fakultas Sains dan Teknologi, UIN Sultan Syarif Kasim Riau ISSN (Online) : 2579-5406
Pekanbaru, 18-19 Mei 2017

25 2,0000 4,0000 4,0000 8,0000 8,0000

15 2,0000 4,0000 * 8,0000 8,0000

f 1::1:.’} 0,5 2,0000 4,0000 4,0000 8,0000 8,0000
3 0,0 2,0000 4,0000 4,0000 8,0000 8,0000
05 2,0000 4,0000 4,0000 8,0000 8,0000

-1,0 | 20000 4,0000 4,0000 7,9999 7,9998

fal(x) 0,8 2,0000 4,0000 4,0000 8,0000 8,0000
038 2,0000 4,0000 4,0000 8,0012 8,0000

1,0 2,0000 4,0000 4,0000 8,0000 8,0000

Berdasarkan Tabel 5 dapat di lihat bahwa untuk nilai COC metode iterasi baru yang diperoleh
(MNA) selalu konvergen menuju delapan, dengan kata lain secara numerik dapat dibuktikan bahwa MNA
memiliki orde konvergensi delapan. Sedangkan, untuk metode lain secara numerik dapat dibuktikan
bahwa MN memiliki orde konvergensi dua, MDN memiliki orde konvergensi empat, MKY memiliki orde
konvergensi empat, dan MCL memiliki orde konvergensi yang sama dengan MNA yaitu delapan.

5. Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh metode iterasi baru yang merupakan kombinasi dari
metode doubel-Newton dan metode Kou et al. yang memiliki orde konvergensi delapan dengan lima
evaluasi fungsi pada setiap iterasi, sehingga berdasarkan Definisi 2.5 diperoleh indeks efisiensi

8= ® 1,5157 lebih besar jika bandingkan dengan metode Newton yang memiliki indeks efisiensi

2z & 1,4142 dan metode doubel-Newton yang memiliki indeks efisiensi 4s % 1,4142. Simulasi numerik

juga menunjukkan bahwa metode iterasi baru memiliki jumlah iterasi yang lebih sedikit dibandingkan
metode lain yang didiskusikan.
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