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Abstrak  

Determinan pada suatu matriks merupakan selisih antara perkalian entri-entri pada diagonal utama 
dengan diagonal sekunder. Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan bentuk umum  determinan matriks 
segitiga bentuk khusus berpangkat bilangan bulat positif dengan menggunakan metode kofaktor. Diberikan 
terlebih dahulu matriks segitiga atas (𝐴6) dengan 𝑎𝑖𝑗 yang tidak bernilai nol dinyatakan dengan 𝑎 ∈ 𝑅. 

Langkah pertama penelitian ini adalah dengan menghitung (𝐴6)
2 hingga (𝐴6)

10, serta menduga bentuk 
umum dari (𝐴6)

𝑛. Selanjutnya membukikan (𝐴6)
𝑛 dengan menggunakan induksi matematika. Pada tahap 

akhir, juga didapatkan bentuk umum matriks segitiga bawah berpangkat bilangan bulat positif dari (𝐴6)
𝑛 

yaitu (𝐵6)
𝑛 dengan hasil akhir penelitian diperoleh |(𝐴6)

𝑛| = |(𝐵6)
𝑛| = 𝑎6𝑛. 

 
Kata kunci: Determinan Matriks, Matriks berpangkat,Matriks Segitiga. 

 
Abstract  

 The determinant of a matrix is defined as the difference between the multiplication of the entries 
on the main diagonal and the secondary diagonal. This general study aims to obtain positive integers power 
of special triangular of matrix determinant by using the cofactor method and given the upper triangular 

matrix(𝐴6) first. At the beginning of the research, it will be increased up (𝐴6)
2 to (𝐴6)

10. Then it will be 

estimated general forms (𝐴6)
𝑛 and (𝐵6)

𝑛 to prove by using mathematical induction. Furthermore, the general 
form will be sought and by using the cofactor method so that the final results of this study are obtained 
|(𝐴6)

𝑛| = |(𝐵6)
𝑛| = 𝑎6𝑛. 

 
Keywords: Matrix Determinant, Power of Matriks, Triangular Matrix. 

 

  
1. Pendahuluan 

Teori matriks merupakan salah satu cabang ilmu aljabar linier elementer. Matriks memiliki 
beberapa jenis misalnya Matriks Hankel, Matriks Hassenberg[1], Matriks Toeplitz[2], matriks 
segitiga, dan lainnya. Pada penelitian ini akan membahas mengenai Matriks Segitiga. Matriks 
Segitiga terbagi menjadi dua, yaitu: Matriks Segitiga Atas dan Matriks Segitiga Bawah. Matriks 
segitiga atas merupakan sebuah matriks bujursangkar yang seluruh entri di bawah diagonal 
utamanya adalah nol. Sebaliknya matriks segitiga bawah adalah matriks bujur sangkar yang 
seluruh entri di atas diagonal utamanya adalah nol[3]. Sehingga Bentuk umum dari matriks 
segitiga atas dan bawah sebagai berikut: 
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Matriks dapat dioperasikan kedalam berbagai bentuk seperti, menentukan penjumlahan 

matriks, pengurangan matriks, perkalian matriks, dan transpose matriks. Beberapa penelitian 
mengenai matriks telah dilakukan seperti trace matriks[2],[4],[5],[6],[7],[8], invers 
matriks[9],[1],[10],[11],[12], dan determinan matriks yang akan menjadi pembahasan pada 
penelitian kali ini. Beberapa peneliti terdahulu telah meneliti mengenai determinan matriks. Tahun 
2018, Fitri Aryani dan Corry Corazon Marzuki[13] membahas mengenai Determinan Matriks 
Toeplitz Bentuk Khusus Menggunakan Ekspansi Kofaktor dengan matriks: 
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dengan .0,  aRa   

diperoleh bentuk umum determinan  

 |𝐴𝑛| = {
0
1

−1
         

𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 2) 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑛 = 6(𝑚𝑜𝑑 5)

𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 0) 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑛 = 6(𝑚𝑜𝑑 1)

𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑 3) 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑛 = 6(𝑚𝑜𝑑 4)
  

Tahun 2019, Ade Novia Rahma,dkk[14], meneliti mengenai Determinan Matriks 

Centrosymetric Bentuk Khusus Ordo 33  Berpangkat Bilangan Bulat Positif  menggunakan 

metode yang sama pada penelitian sebelumnya dengan matriks: 
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Dan diperoleh 
nn aA 3

3 |)(| = . Selanjutnya, masih mengenai determinan matriks Ade Novia 

Rahma, dkk[15], juga melakukan penelitian mengenai Determinan Matriks blok 22  Dalam 
Aplikasi Matriks FLDcircr  Bentuk Khusus dengan bentuk matriks: 

 

Dan diperoleh 
nnn

n arP 2)43( 2

)1(|| +−−= . 

 
Tahun 2020, Ricken, dkk[16] meneliti mengenai Determinan Matriks Segitiga Atas Bentuk 

Khusus Ordo 33  Berpangkat Bilangan Bulat Positif Menggunakan Kofaktor dengan matriks 

sebagai berikut: 

𝐴 = [
𝑎 𝑎 𝑎
0 𝑎 𝑎
0 0 𝑎

] 

dan diperoleh 
nn aA 3

3 |)(| = . 

Pada tahun 2021 Ade Novia Rahma dkk[13] meneliti tentang Determinan Matriks Hankel 

Bentuk Khusus Ordo 33  Berpangkat Bilangan Bulat Positif, dengan matriks: 

(𝐴3) = [
𝑎 0 𝑎
0 𝑎 0
𝑎 0 𝑎

] , ∀𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0. 

Sehingga diperoleh hasil akhir penelitiannya yaitu .1,)1(|)(| 3

3 −= naA nnn
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Berdasarkan penelitian – penelitian pendukung yang telah dijelaskan sebelumnya dan 
belum adanya penelitian mengenai determinan matriks segitiga ordo 6 × 6, penulis tertarik 

melakukan penelitian mengenai Determinan Matriks Segitiga Bentuk Khusus Ordo 33  

Berpangkat Bilangan Bulat Positif, dengan matriks sebagai berikut: 
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∀𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0. 

(1) 

 
2. Metode Penelitian 

Pada penelitian ini, menggunakan metode studi literatur dengan cara menyatukan 
penjelasan- penjelasan yang berasal dari buku dan jurnal yang berkaitan dengan penelitian ini. 
Berikut ini merupakan teori-teori pendukung dalam menentukan bentuk umum determinan 
matriks segitiga yang dinyatakan dalam Teorema 2.1. 
Teorema 2.1 [3] 

a) Transpos dari matriks segitiga bawah adalah matriks segitiga atas, dan transpos matriks 
segitiga atas adalah matriks segitiga bawah. 

b) Hasilkali dari matriks – matriks segitiga bawah adalah matriks segitiga bawah, hasilkali 
matriks -matriks segitiga atas adalah matriks segitiga atas. 

c) Sebuah matriks segitiga dapat dibalik jika dan hanya jika semua entri-entri pada 
diagonalnya bilangan tak nol. 

d) Invers dari matriks segitiga bawah yang dapat dibalik adalah matriks segitiga bawah, dan 
invers dari matriks segitiga atas yang dapat dibalik adalah matriks segitiga atas. 

 
Selanjutnya, langkah – langkah dalam menentukan Determinan Matriks Segitiga Atas Bentuk 

Khusus Ordo 66  Berpangkat Bilangan Bulat Positif adala sebagai berikut:  

1.  Diberikan sebuah matriks segitiga atas bentuk khusus ordo 66 yaitu (𝐴6) pada 

Persamaan (1). 

2. Menghitung 
2

6 )(A  hingga 
10

6 )(A . 

3. Menduga bentuk umum Matriks Segitiga 
nA )( 6  dengan 𝑛 ∈ 𝑍+ . 

4. Membuktikan bentuk umum 
nA )( 6  dengan menggunakan induksi matematika. 

5. Menduga bentuk umum determinan matriks segitiga atas |)(| 6

nA . 

6. Membuktikan |(𝐴6)
𝑛| dengan menggunakan metode ekpansi kofaktor sepanjang kolom 

pertama. 
7. Menentukan bentuk umum matriks segitiga bawah dari (𝐴6)

𝑛 yaitu (𝐵6)
𝑛  dengan 𝑛 ∈ 𝑍+ 

dan dibuktikan menggunakan teorema matriks segitiga. 

8. Menentukan bentuk umum determinan matriks segitiga bawah |)(| 6

nB  dan dibuktikan 

dengan menggunakan metode kofaktor sepanjang baris pertama. 
9. Mengaplikasikan bentuk umum determinan matriks segitiga bentuk khusus berpangkat 

bilangan bulat positif ke dalam contoh soal. 

 
3. Hasil dan Analisa 

3.1. Menentukan bentuk umum Matriks segitiga atas bentuk khusus ordo 𝟔 × 𝟔 berpangkat 
bilangan bulat positif. 

Berikut ini Langkah- Langkah dalam menentukan bentuk umum dari matriks segitiga 

atas bentuk khusus ordo 66  berpangkat bilangan bulat positif. 
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1. Diberikan sebuah matriks segitiga atas pada Persamaan (1). 

2. Menentukan Perpangkatan matriks 
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3. Menduga bentuk umum (𝐴6)
𝑛dengan memperhatikan Persamaan (2) - (10)  sebagai berikut: 
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4. Membuktikan bentuk umum dari 
nA )( 6  dengan menggunakan induksi matematika dan 

dinyatakan pada teorema berikut: 

Teorema 3.1 Jika diberikan sebuah matriks segitiga atas 

(𝐴6)
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, ∀𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0. Maka  
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Bukti: Teorema di atas akan dibuktikan dengan menggunakan induksi matematika. 
 

Misalkan  
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1. Basis induksi: untuk 𝑛 = 1, maka 
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Karena 𝑝(1) = 𝐴6 maka 𝑝(1) bernilai benar. 

2. Langkah induksi: Asumsikan bahwa kn = ,  
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bernilai benar. 

Maka selanjutnya akan ditunjukkan untuk 𝑛 = 𝑘 + 1, 𝑝(𝑘 + 1) juga bernilai benar. 

hal ini dapat dibuktikan : 
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Menurut Teorema 2.1 [4], hasil kali matriks segitiga atas dengan matriks segitiga atas adalah 

matriks segitiga atas pula. Dengan kata lain jika ][ ijaA =  maka entri- entri ija  untuk ji   

bernilai tak nol dan selain nya bernilai nol. Sehingga dapat disimpulkan bahwa hasil kali dari 

)()( 66 AA k
 adalah matriks seegitiga atas. Berikut hasil perkalian )()( 66 AA k

: 

1. Entri-entri diagonal utama pada  
1

6 )( +kA  untuk 𝑖 = 𝑗 = 1,2,3,4,5,6. 

𝑎11 = (𝑎𝑘)𝑎 + 𝑘𝑎𝑘(0) +
𝑘(𝑘 + 1)

2!
𝑎𝑘(0) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

3!
𝑎𝑘(0) 

 +
𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

4!
𝑎𝑘(0) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)

5!
𝑎𝑘(0) 

= 𝑎𝑘+1 

Dengan cara yang sama diperoleh 
1

665544332211

+====== kaaaaaaa . 

2. Entri – entri ija  untuk .5,4,3,2,1,1 =+= iiji  

𝑎12 = (𝑎𝑘)𝑎 + 𝑘𝑎𝑘(𝑎) +
𝑘(𝑘 + 1)

2!
𝑎𝑘(0) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

3!
𝑎𝑘(0) 

 +
𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

4!
𝑎𝑘(0) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)

5!
𝑎𝑘(0) 

= 𝑎𝑘+1 + 𝑘𝑎𝑘+1 

= (𝑘 + 1)𝑎𝑘+1 

Diperoleh dengan cara yang sama untuk 
1

5645342312 )1( ++===== kakaaaaa  . 

3. Entri – entri ija  untuk .4,3,2,1,2 =+= iiji  

𝑎13 = (𝑎𝑘)𝑎 + 𝑘𝑎𝑘(𝑎) +
𝑘(𝑘 + 1)

2!
𝑎𝑘(𝑎) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

3!
𝑎𝑘(0) 

 +
𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

4!
𝑎𝑘(0) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)

5!
𝑎𝑘(0) 

= (𝑎𝑘+1 + 𝑘𝑎𝑘+1) 

= (𝑘 + 1)𝑎𝑘+1 +
𝑘(𝑘 + 1)

2!
𝑎𝑘+1 

=
2(𝑘 + 1)

2!
𝑎𝑘+1 +

𝑘(𝑘 + 1)

2!
𝑎𝑘+1 

=
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

2!
𝑎𝑘+1 

Diperoleh dengan cara yang sama untuk 𝑎13 = 𝑎24 = 𝑎35 = 𝑎46 =
(𝑘+1)(𝑘+2)

2!
𝑎𝑘+1. 

4. Entri – entri ija  untuk .3,2,1,3 =+= iiji  

𝑎14 = (𝑎𝑘)𝑎 + 𝑘𝑎𝑘(𝑎) +
𝑘(𝑘 + 1)

2!
𝑎𝑘(𝑎) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

3!
𝑎𝑘(𝑎) 
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 +
𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

4!
𝑎𝑘(0) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)

5!
𝑎𝑘(0) 

=
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

2!
𝑎𝑘+1 +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

3!
𝑎𝑘+1 

=
3(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

2!
+

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

3!
𝑎𝑘+1 

=
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

3!
𝑎𝑘+1 

Selanjutnya dengan cara yang sama diperoleh 
1

362514
!3

)3)(2)(1( ++++
=== ka

kkk
aaa  

5. Entri – entri ija  untuk .2,1,4 =+= iiji  

𝑎15 = (𝑎𝑘)𝑎 + 𝑘𝑎𝑘(𝑎) +
𝑘(𝑘 + 1)

2!
𝑎𝑘(𝑎) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

3!
𝑎𝑘(𝑎) 

 +
𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

4!
𝑎𝑘(𝑎) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)

5!
𝑎𝑘(0) 

= (
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

2!
𝑎𝑘+1 +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

3!
𝑎𝑘+1) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

4!
𝑎𝑘+1 

=
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

3!
𝑎𝑘+1 +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

4!
𝑎𝑘+1 

=
4(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3) + 𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

4!
𝑎𝑘+1 

=
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)

4!
𝑎𝑘+1 

Dengan cara yang sama diperoleh 𝑎15 = 𝑎26 =
(𝑘+1)(𝑘+2)(𝑘+3)(𝑘+4)

4!
𝑎𝑘+1. 

6. Entri – entri ija  untuk .1,5 =+= iiji  

𝑎16 = (𝑎𝑘)𝑎 + 𝑘𝑎𝑘(𝑎) +
𝑘(𝑘 + 1)

2!
𝑎𝑘(𝑎) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

3!
𝑎𝑘(𝑎) 

 +
𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

4!
𝑎𝑘(𝑎) +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)

5!
𝑎𝑘(𝑎) 

= (
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

2!
𝑎𝑘+1 +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

3!
𝑎𝑘+1 +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)

4!
𝑎𝑘+1) 

+
𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)

5!
𝑎𝑘(𝑎) 

=
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)

4!
𝑎𝑘+1 +

𝑘(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)

5!
𝑎𝑘+1 

=
5(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4) + (𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)

5!
 

=
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)(𝑘 + 4)(𝑘 + 5)

5!
 

7. Entri- entri 𝑎𝑖𝑗 = 0 untuk 𝑖 > 𝑗.  

Sehingga diperoleh (𝐴6)
𝑘+1: 
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Sehingga  𝑝(𝑘 + 1) bernilai benar. 

Karena 𝑝(1) dan 𝑝(𝑘 + 1) bernilai benar maka Teorema 1 terbukti.          ▄  

3.2  Menentukan bentuk umum determinan matriks segitiga atas ordo  bentuk khusus 

berpangkat bilangan bulat positif. 

Pembahasan ini akan menentukan bentuk umum matriks (𝐴6)
𝑛 dengan menggunakan 

metode ekspansi kofaktor pada sepanjang kolom pertama yang dinyatakan dalam teorema  
berikut: 
Teorema 3.2 Jika diberikan sebuah matriks segitiga atas  
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Bukti: Akan dibuktikan dengan menggunakan pembuktian langsung. 
Berdasarkan Teorema 3.1 telah didapat bentuk umum pada Persamaan (11). Selanjutnya akan 
dicari determinanan (A6)

n dengan menggunakan metode kofaktor sepanjang kolom pertama. 
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3.3 Menentukan bentuk umum Matriks segitiga bawah bentuk khusus ordo 𝟔 × 𝟔 

berpangkat bilangan bulat positif. 

Selanjutnya akan ditentukan bentuk umum dari matriks segitiga bawah bentuk khusus 
ordo 6 × 6 berpangkat bilangan bulat positif yang dapat dinyatakan dalam teorema sebagai 
berikut: 
Teorema 3.3 Jika matriks segitiga atas  
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Bukti: Berdasarkan Teorema 2.1 bagian (a), diperoleh:  
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𝑛 = [(𝐴6)
𝑛 ]𝑇 
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Sehingga Teorema 3.3 terbukti.            
 

3.4  Menentukan bentuk umum determinan matriks segitiga atas ordo  bentuk khusus 

berpangkat bilangan bulat positif.       

Teorema 3.4 Jika diberikan sebuah matriks  segitiga bawah 
nB )( 6  yang merupakan transpose   

 dari )( 6A pada Persamaan (13). Maka |(𝐵6)
𝑛| = 𝑎6𝑛.  (14) 

Bukti: Telah diperoleh bentuk umum (𝐵6)
𝑛 pada Persamaan (13). Untuk mendapatkan 

determinan (𝐵6)
𝑛, digunakan metode ekspansi kofaktor sepanjang baris pertama. Sehingga 

diperoleh: 
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3.5 Bentuk Umum |,)(|,)(,)( 666

nnn ABA dan |)(| 6

nB  Kedalam Contoh Soal. 

Diberikan sebuah matriks segitiga atas 
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Tentukanlah :  

1. 𝐴4 dan |𝐴4|. 

2. 𝐵4 yang merupakan transpose dari 𝐴4 dan |𝐵4| 

Penyelesaian:  

1. Pada soal diketahui  dan  ntuk menghitung nilai  akan digunakan 

Persamaan (11) pada Teorema 3.1 sehinnga 
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Kemudian akan dihitung nilai |)(| 6

nA . Berdasarkan Teorema 3.2, mencari nilai 

|)(| 4

6A  dapat menggunakan Persamaan (12) sehingga 
24)4)(6(4

6 33|)(| ==A . 

2. Selanjutnya akan dihitung nilai 𝐵4 dengan menggunakan Teorema 3.3 pada Persamaan  

(13), sehingga diperoleh: 
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xMennghitung determinan 𝐵4 dengan menggunakan Persamaan (14) pada Teorema 

3.4 sehingga diperoleh |𝐵4| = 324. 
 

4. Kesimpulan 
Jika diberikan sebuah matriks segitiga atas pada Persamaan (1), maka  

































+

+++

++++++

++++++++++

=

n

nn

nnn

nnnn

nnnnn

nnnnnn

n

a

naa

a
nn

naa

a
nnn

a
nn

naa

a
nnnn

a
nnn

a
nn

naa

a
nnnnn

a
nnnn

a
nnn

a
nn

naa

A

00000

0000
!2

)1(
000

!3

)2)(1(

!2

)1(
00

!4

)3)(2)(1(

!3

)2)(1(

!2

)1(
0

!5

)4)(3)(2)(1(

!4

)3)(2)(1(

!3

)2)(1(

!2

)1(

)( 6

  dan  

































++++++++++

++++++

+++

+

=

nnnnnn

nnnnn

nnnn

nnn

nn

n

n

anaa
nn

a
nnn

a
nnnn

a
nnnnn

anaa
nn

a
nnn

a
nnnn

anaa
nn

a
nnn

anaa
nn

ana

a

B

!2

)1(

!3

)2)(1(

!4

)3)(2)(1(

!5

)4)(3)(2)(1(

0
!2

)1(

!3

)2)(1(

!4

)3)(2)(1(

00
!2

)1(

!3

)2)(1(

000
!2

)1(
0000

00000

)( 6

 

Sehingga diperoleh hasil akhir yaitu |(𝐴6)
𝑛| = |(𝐵6)

𝑛| = 𝑎6𝑛. 
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