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Abstrak 
Penelitian ini membahas mengenai bentuk umum perpangkatan matriks simetris berbentuk khusus 

5 x 5 dan trace matriks simetris berbentuk khusus 5 x 5 berpangkat bilangan bulat. Bentuk umum matriks 
simetris berbentuk khusus 5 x 5 berpangkat bilangan bulat positif dan negatif diperoleh dengan 
memangkatkan matriks dari pangkat dua sampai sepuluh dan pangkat negatif dua sampai pangkat negatif 
sepuluh. Selanjutnya diduga bentuk umum perpangkatan matriks simetris berbentuk khusus 5 x 5 
berpangkat bilangan bulat positif dan membuktikannya dengan metode induksi matematika. Dengan hal 
yang sama diduga bentuk umum matriks simetris berbentuk khusus 5 x 5 berpangkat bilangan bulat negatif 
dan dibuktikan menggunakan definisi invers. Terakhir diperoleh trace matriks simetris berbentuk khusus 5 
x 5 berbentuk bilangan bulat dan dibuktikan dengan pembuktian langsung menggunakan definisi trace. 
Diberikan aplikasi dalam bentuk contoh.  

 
Kata kunci: Trace, Matriks simetris, Perpangkatan matriks. 

 
 

Abstract 
  This study discusses the general form of a special shaped symmetric matrix of 5 x 5 and a special 
shaped symmetrical trace matrix of 5 x 5 to the power of integers. The general form of a special symmetrical 
symmetric matrix 5 x 5 to the power of positive and negative integers is obtained by raising the matrix from 
the power of two to ten and the power of negative two to the power of negative ten. Furthermore, it is 
assumed that the general form of the power of a symmetrical matrix of special form 5 x 5 to the power of 
positive integers and proves it by the method of mathematical induction. In the same way, it is assumed that 
the general form of a special symmetrical matrix of the form 5 x 5 is to the power of negative integers and is 
proved using the definition of the inverse. Finally, a special symmetrical trace matrix of 5 x 5 is obtained in 
the form of an integer and is proven by direct proof using the definition of trace. An application is given in 
the form of an example 

  
Keywords: Trace, Symmetric matrix, Power of matrix 

  
 
1. Pendahuluan  

Menentukan trace suatu matriks cukup menjumlahkan elemen-elemen diagonal 
utamanya saja, dengan syarat matriks harus berbentuk bujursangkar. Namun bagaimana 
menentukan trace dari matriks yang berpangkat?. Maka matriks harus kita pangkatkan terlebih 
dahulu sebanyak pangkat yang diinginkan. Setelah diperoleh hasil perpangkatan matrisknya 
maka barulah dapat ditentukan trace dari matriks berpangkatnya. Artinya menentukan nilai trace 
dari matriks yang berpangkat cukup lumayan lama, kecuali telah diperoleh bentuk umum 
perpangkatan matriksnya. Sehingga peneliti tertarik untuk membahas mengenai trace matriks 
berpangkat.  

Pembahasan mengenai trace matriks berpangkat telah banyak dilakukan oleh banyak 
peneliti sebelumnya. Diantaranya oleh [6] pada tahun 2015 yang membahas tentang trace 
matriks sebarang real dengan ukuran 2 x 2 berpangkat bilangan bulat positif. Artikel tersebut 
menghasilkan persamaan bentuk umum trace matriks real 2 x 2 berpangkat bilangan bulat positif, 
sebagai berikut: 
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Pada tahun 2017, [2] juga melakukan penelitian dengan pembahasan yang sama 

mengenai trace matriks berpangkat. Dalam artikel tersebut mendapatkan bentuk umum dari trace 
matriks real 2 x 2 berpangkat bilangan bulat negatif, yaitu:  
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Selanjutnya pada tahun 2019, [7] melakukan penelitian masih membahas mengenai 
trace matriks berpangkat menggunakan matriks bujursangkar An, yaitu: 
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Pada penelitian tersebut [3] mendapatkan hasil bentuk umum sebagai berikut: 
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Pada tahun 2020, [3] juga telah melakukan penelitian yang membahas mengenai trace 

matriks berpangkat. Pada penelitian tersebut [4] menggunakan matriks segitiga, yaitu matriks 
segitiga atas dan matriks segitiga bawah. Matriks segitiga atas berbentuk sebagi berikut: 
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menghasilkan trace yang sama, yaitu: 
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Selanjutnya [4]  juga  telah membahas bentuk umum dari trace matriks segitiga berpangkat 
bilangan bulat. Matriks yang digunakan  sama halnya dengan matriks pada penelitian [6], hanya 
ukuran matriks yang diperbesar dengan ukuran 5 x 5. Adapun hasil yang diperoleh dari penelitian 

tersebut yaitu :  
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Berdasarkan beberapa penelitian tersebut, penulis tertarik untuk melakukan penelitian 
mengenai trace matriks simetris yang berukuran 5 x 5 berpangkat bilangan bulat. Bentuk matriks 
yang digunakan pada penelitian ini berbentuk: 
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2. Metode Penelitian 

Penelitian ini dilakukan untuk mendapatkan persamaan bentuk umum trace matriks 
simetris berpangkat bilangan bulat positif dan negatif. Penelitian ini diawali dengan diberikan 

matriks 5A  dengan entri b dan 0, dimana 0,  bRb . Selanjutnya ditentukan perpangkatan 

matriks 
2

5A  sampai 
10

5A  dan perpangkatan matriks 
2

5


A  sampai 

10

5


A . Selanjutnya dari 

perpangkatan tersebut dapat ditentukan persamaan bentuk umum trace matriks simetris 
berpangkat bilangan bulat positif dan negatif. Berikut diberikan landasan teori atau bahan-
bahanyang diperlukan dalam pembahasan. 

 
Definisi 1 Pengertian Matriks Simetris [1] Suatu matriks bujursangkar A adalah simetrik 

(symmetric) jika 
tAA  .  

 
Definisi 2 Pengertian Perkalian Matriks Dengan Skalar [1] Jika A adalah matriks sebarang dan 
c adalah skalar sebarang, maka hasilkali-nya (product) cA adalah matriks yang diperoleh dari 
perkalian setiap entri pada matriks A dengan bilangan c. Matriks cA disebut sebagai kelipatan 
skalar (scalar multiple) dari A. 
 
Definisi 3 Pengertian Perkalian Dua Buah Matriks [1] Jika A adalah matriks rm  dan B 

adalah matriks nr   maka hasilkali (product) AB adalah matriks nm  yang entri-entrinya 

ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari entri pada baris i dan kolom j dari AB, pisahkanlah 
baris i dari matriks A dan kolom j dari matriks B. Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari baris 
dan kolom tersebut dan kemudian jumlahkan hasil yang diperoleh. 
Dua buah matriks dapat dikalikan jika jumlah kolom matriks pertama sama dengan jumlah baris 

matriks kedua. Misalkan  ijaA   adalah matriks nm  dan  ijbB   adalah matriks pn  . 

Maka, perkalian A dan B, dilambangkan matriks  ijcC   yang berukuran pm . 

 
Definisi 4 Pengertian Perpangkatan Matriks [1] Jika A adalah matriks bujursangkar, maka 
definisi dari pangkat integer taknegatif dari A adalah 
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Selanjutnya, jika A dapat dibalik, maka definisi dari pangkat integer negative dari A adalah  
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Definisi 5 Pengertian Determinan Matriks [1] Misalkan A adalah suatu bujursangkar. Fungsi 
determinan (determinant function) dinotasikan dengan det dan kita mendefinisikan det(A) 
sebagai jumlah dari semua hasilkali elementer bertanda dari A. Angka det(A) disebut determinan 
dari A (determinant of A). 
 
Definisi 6 Pengertian Invers Matriks [1] Jika A adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapat 
matriks B yang ukurannya sama sedemikian rupa sehingga AB = BA = I, maka A disebut dapat 
dibalik (invertible) dan B disebut sebagai invers (inverse) dari A. Jika matriks B tidak dapat 
didefinisikan, maka A dinyatakan sebagai matriks singular.  
 
Definisi 7 Pengertian Trace Matriks [1] Jika A adalah sebuah matriks bujursangkar, maka trace 
dari A (trace of A), yang dinyatakan sebagai tr(A), didefinisikan sebagai jumlah entri-entri pada 
diagonal utama A. Trace dari A tidak dapat didefinisikan jika A bukan matriks bujursangkar. 
 
Induksi Matematika [5] 

Misalkan p(n) adalah proposisi perihal bilangan bulat positif dan kita ingin membuktikan 
bahwa p(n) benar untuk semua bilangan bulat positif n. untuk membuktikan proposisi ini, kita 
hanya perlu menunjukkan bahwa: 

1. p(1) benar, dan 

2. jikap(n) benar, maka p(n+1) juga benar untuk setiap 1n . 

Sehingga p(n) benar untuk semua bilangan bulat positif n. 
 
 
3. Hasil dan Pembahasan 
 Setelah mengikuti langkah-langkah pada metode penelitian yang telah dijelaskan d atasi 

maka didapatlah persamaan bentuk umum trace matriks simetris 55  berpangkat bilangan bulat 

positif dan negatif. Hasilnya disajikan dalam teorema-teorema dan dibuktikan menggunakan 
aturan matematika yang ada. 
 

3.1. Trace Matriks Simetris 55  Berpangkat Bilangan Bulat Positif 

 Bagian ini hasil yang diperoleh adalah bentuk umum perpangkatan matriks simetris 
berbentuk khusus 5 x 5 dengan pangkat bilanagn bulat positif. Begitu juga dengan trace 
matriksnya. 
 
Teorema 3.1 Diberikan matriks simetris berbentuk khusus 5 x 5 yaitu: 

























0

0

0

0

0

5

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

A
, Rb , 0b   

maka diperoleh bentuk umum perpangkatan matriksnya yaitu: 
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Bukti: Pembuktian dilakukan dengan menggunakan induksi matematika. 
Misalkan 
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i. Akan ditunjukkan n=1, maka p(1) benar, yaitu: 
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Dengan memperhatikan Persamaan (7) maka terbukti p(1) benar. 

ii. Asumsikan kn  , maka p(k) benar, yaitu: 
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Akan ditunjukkan p(k+1) juga benar, yaitu: 
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Perhatikan bahwa: 
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dengan cara yang sama diperoleh juga untuk entri yang lain.  

Selanjutnya untuk ji  yaitu:  

Akan ditunjukkan untuk i ≠ j yaitu:
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dengan cara yang sama diperoleh juga untuk entri yang lain. Berdasarkan perkalian entri-entri 
tersebut maka dapat dinyatakan dalam bentuk: 
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Jika dilihat bentuk matriks 
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Teorema 3.1 terbukti. ■ 

Teorema 3.2 Diberikan matriks  
0,,

0

0

0

0

0

5 























 bRb

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

A
n , maka 

 
nnnn

bAtr )4)1(4()( 1

5

  , dengan n bilangan bulat positif. 



Seminar Nasional Teknologi Informasi, Komunikasi dan Industri (SNTIKI) 13 ISSN (Printed) : 2579-7271 

Fakultas Sains dan Teknologi, UIN Sultan Syarif Kasim Riau  ISSN (Online ) : 2579-5406 
Pekanbaru, 18 November 2021 
 

 

328 

 

Bukti. Pembuktian Teorema 3.2 menggunakan definisi trace matriks. Berdasarkan Teorema 3.1, 
maka: 
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Teorema 3.2 terbukti. ■  
 

3.2. Trace Matriks Simetris 55  Berpangkat Bilangan Bulat Negatif 

Bagian ini hasil yang diperoleh adalah bentuk umum perpangkatan matriks simetris 
berbentuk khusus 5 x 5 dengan pangkat bilanagn bulat negatif. Begitu juga dengan trace 
matriksnya. 
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maka diperoleh bentuk umum perpangkatan matriks 5A berpangkat bilangan bulat positif, 

yaitu 
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dengan cara yang sama diperoleh juga untuk entri yang lain 
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dengan cara yang sama diperoleh juga untuk entri yang lain. Sehingga didapat matriks identitas 
yaitu: 
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Bukti. Pembuktian Teorema 3.4 menggunakan pembuktian langsung definisi trace matriks, 
berdasarkan Teorema 3.3, maka diperoleh trace matriks berpangkat bilangan negatif yaitu:  
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3.3.  Aplikasi Bentuk Umum trace 
n

A5 dan 
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Diberikan beberapa contoh yang berkaitan dengan hasil dan pembahasan yang telah 
dijelaskan pada bagian sebelumnya. 
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Penyelesaian: 
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Contoh 2. Diberikan matriks 













































0
3

2

3

2

3

2

3

2
3

2
0

3

2

3

2

3

2
3

2

3

2
0

3

2

3

2
3

2

3

2

3

2
0

3

2
3

2

3

2

3

2

3

2
0

B
. Tentukan 

2B  dan )( 2Btr ! 

Penyelesaian:  
Dengan menggunakan Teorema 3.3, maka: 

untuk ji   

2

2

122

3

2
4

5

14)1(
















ijb 830,1
1,7

13

9

4
16

5

141 3














  

untuk ji   

2

2

212

3

2
4

5

14)1(
















ijb 422,0
1.7

3

9

4
16

5

116)1(

















  

hasil di atas dapat dinyatakan dalam matriks yaitu: 
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Selanjutnya dengan menggunakan Teorema 3.4, maka: 

2

2

122
2

3

2
4

14)1(
)(














Btr 15,9154,9

1,7

65

9

4
16

164)1(












  

 
4. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil dan pembahasan diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 
Diberikan matriks simetris berbentuk khusus 5 x 5 yaitu: 
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1) Bentuk umum perpangkatan matriks simetris berbentuk khusus 55  berpangkat bilangan 

bulat positif, yaitu: 

























































n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n
nn

n

bbbbb

bbbbb

bbbbb

bbbbb

bbbbb

A

5

4)1(4

5

)1(4

5

)1(4

5

)1(4

5

)1(4
5

)1(4

5

4)1(4

5

)1(4

5

)1(4

5

)1(4
5

)1(4

5

)1(4

5

4)1(4

5

)1(4

5

)1(4
5

)1(4

5

)1(4

5

)1(4

5

4)1(4

5

)1(4
5

)1(4

5

)1(4

5

)1(4

5

)1(4

5

4)1(4

11111

11111

11111

11111

11111

5

, atau 

 






















 










 






jib

jib

cA
n

nn

n
nn

ij

n

,
5

)1(4

,
5

4)1(4

1

1

5
 

dan bentuk umum matriks simetris 55  berpangkat bilangan bulat negatif, yaitu: 
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2) Bentuk umum trace matriks simetris berbentuk khusus 55  berpangkat bilangan bulat 

positif yaitu: 
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dan bentuk umum trace matriks simetris 55  berpangkat bilangan bulat negatif yaitu: 
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