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Abstrak 
Artikel ini membahas mengenai trace matriks segitiga ukuran 4 × 4 berpangkat bilangan bulat. 

Untuk mendapatkan trace matriks tersebut, dilakukan pencarian bentuk umum perpangkatan matriks 
segitiga 4 × 4 berpangkat bilangan bulat. Selanjutnya, dari bentuk umum perpangkatan matriks tersebut,  
akan diperoleh rumus umum trace matriks segitiga ukuran 4 × 4. Berdasarkan hasil dalam penelitian ini 
diperoleh rumus umum perpangkatan matriks segitiga 4 × 4 berpangkat bilangan bulat positif, dan 
berpangkat bilangan bulat negatif, serta rumus umum trace matriks segitiga 4 × 4 berpangkat bilangan 
bulat. Lebih lanjut, rumus ini akan diaplikasikan dalam bentuk penyelesaian soal mengenai trace matriks 
segitiga ukuran 4 × 4 berpangkat bilangan bulat.  

  
Kata kunci: matriks segitiga, trace matiks, perpangkatan matriks. 

 
 

Abstract 
 The main aim of this paper is to find a general formula of trace of integer power of 4 × 4 

triangular matrix. To obtain its formula, first we find the general formula for integer power of 4 × 4 triangular 
matrix by using matrix multiplication rule. Furthermore, the general formula of trace of integer power of 4 ×
4 triangular matrix is obtained directly. Its results show three formula is achieved simultaneously, which is, 
the form of trace of positive integer, negative integer and integer power of 4 × 4 triangular matrix. 
Additionally, we present the application of formula obtained by solving a problem which involve trace of 
integer power matrix.  

  
Keywords: triangular matrix, trace matrix, power of matrix, matrix multiplication  
 
 
1. Pendahuluan 

Jumlahan elemen-elemen diagonal utama dari suatu matriks bujursangkar di dalam teori 
matriks dikenal dengan nama trace dari suatu matriks. Berdasarkan definisi, untuk mencari 
trace matriks bujursangkar tentu bukan merupakan suatu masalah. Namun, bagaimana jika 
trace yang akan dicari adalah trace matriks berpangkat?. Secara logika, hal yang harus 
ditentukan terlebih dahulu adalah mencari bentuk umum perpangkatan matriks,  kemudian 
rumus umum trace matriks berpangkat otomatis akan diperoleh.  Bagaimana jika matriksnya 

berpangkat 𝑛, dengan 𝑛 suatu bilangan bulat? 
Datta [5] telah mendapatkan algoritma penghitungan trace matriks berpangkat  𝑇𝑟(𝐴𝑘), 

dengan 𝑘 adalah bilangan bulat dan 𝐴 adalah matriks Hassenberg dengan unit codiagonal. 
Selanjutnya Chu. Mt [4] telah membahas mengenai kalkulasi simbolik pada trace matriks 
tridiagonal yang berpangkat. Tahun 1990 Pan.V [9] pada makalahnya menentukan nilai eigen 
suatu matriks simetris, juga memberikan prosedur dasar dalam mengestimasi trace (𝐴𝑛) dan 
(𝐴−𝑛) dengan 𝑛 adalah bilangan bulat. Menurut Zarelua [10] pada teori bilangan dan 
kombinatorik, trace matriks berpangkat bilangan bulat berhubungan dengan kekongruenan 
Euler, yaitu: 

𝑇𝑟(𝐴𝑝𝑟) = 𝑇𝑟(𝐴𝑝𝑟−1)𝑚𝑜𝑑(𝑝𝑟) 
Untuk semua matriks 𝐴 bilangan bulat, 𝑝 adalah bilangan prima dan 𝑟 adalah bilangan bulat. 
Artikel tersebut juga membahas mengenai invariant pada sistem dinamik yang digambarkan 
sebagai bentuk trace matriks berpangkat bilangan bulat. Contoh yang diberikan pada makalah 
tersebut adalah bilangan Lefschetz. 

Pahade [8] yang membahas mengenai trace matriks real 2 × 2 berpangkat bilangan bulat 

positif. Matriks yang digunakan adalah𝐴 = [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] , ∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ, dan hasil yang diperoleh yaitu: 
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 Selanjutnya Aryani [2] membahas mengenai trace matriks berpangkat bilangan bulat 
negatif yang menggunakan matriks Pahade [6]. Hasil yang diperoleh yaitu: 
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Aryani [3] mencoba menggunakan matriks 3 × 3 berbentuk khusus, berpangkat 

bilangan bulat positif dengan bentuk sebagai berikut: 

  𝐴 = [
1 0 0
0 𝑎 𝑎
0 𝑏 𝑏

] , ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ      (1)

   
dan hasil yang didapatkan bentuk umum dari trace matriks berbentuk khusus berpangkat 
bilangan bulat positif pada Persamaan (1) adalah sebagai berikut:  

   1
nntr A a b    

Berdasarkan penelitian-penelitian di atas, maka peneliti mencoba lagi mengenai trace matriks 
berpangkat pada matriks yang berbeda. Matriks yang digunakan kali ini adalah matrisk segitiga 
bentuk khusus dengan ukuran 4 × 4dan berpangkat bilangan bulat. Matriks yang digunakan 
berbentuk sebagai berikut: 
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4 , ∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ.                             (3) 

 
 
2. MetodePenelitian 
 Penelitian ini menggunakan metode studi literatur atau kajian pustaka. Beberapa 
landasan teori yang digunakan akan dipaparkan untuk mendapatkan hasil penelitian yang 
diinginkan. Namun sebelumnya diberikan terlebih dahulu langkah-langkah yang dilakukan  
untuk mendapatkan hasil penelitian ini. 

1) Diberikan matriks segitiga 44 bentuk khusus pada Persamaan (2) dan Persamaan (3). 
2) Menentukan perpangkatan masing-masing matriks dari pangkat -10.sampai pangkat 10. 

3) Menduga bentuk umum matriks 
n

A4 dan 
n

B4 dengan n  bilangan bulat. 

4) Membuktikan bentuk umum 
n

A4 dan 
n

B4 dengan n  bilangan bulat menggunakan induksi 

matematika. 
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5) Membuktikan bentuk umum  n
Atr 4 dan  n

Btr 4  dengan n  bilangan bulat menggunakan 

pembuktian langsung. 

6) Mengaplikasikan bentuk umum  n
Atr 4 dan  n

Btr 4 dengan n bilangan bulat dalam bentuk 

contoh soal. 
 
2.1 Landasan Teori 
Definisi 1[1] Matriks bujursangkar yang semua entri di atas diagonal utamanya adalah nol 
disebut matriks segitiga bawah dan matriks bujursangkar yang semua entri dibawah diagonal 
utamanya adalah nol disebut matriks segitiga atas. Suatu matriks, baik segitiga bawah atau 
segitiga atas disebut matriks segitiga. Suatu matriks segitiga umum dapat ditulis sebagai 
berikut. 
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, bentuk umum matriks segitiga bawah 

Definisi 2 [1]Jika A  adalah matriks bujursangkar, maka definisi dari pangkat bilangan bulat 

taknegatif dari A  adalah 
0A I dan ( 0)n

n faktor

A AA A n        

 
Selanjutnya, jika A  dapat dibalik, maka definisi dari pangkat bilangan bulat negatif dari A
adalah 
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Teorema 1 [1]) Jika A  adalah matriks bujursangkar dan r dan s  adalah bilangan bulat, maka 

a. 
r s r sA A A     

( )r s rsA A       

 
Definisi 3 [6]Trace matriks adalah jumlah elemen diagonal utama pada matriks bujursangkar. 

Jika matriks A adalah matriks bujursangkar ukuran n n , maka trace matriks A dinyatakan 

 tr A . Jika diketahui matriks A adalah: 
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Maka trace dari matriks A  adalah 

  11 22 33 nntr A a a a a      

sehingga, 

 
1 1

n n

ii jj

i i

tr A a a
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    

dengan ija merupakan elemen baris ke- i dan kolom ke- j . 

Teorema 2 [6]Misalkan ijA a    dan ijB a     adalah matriks persegi berukuran n n , maka 

trace dari A didefinisikan sebagai jumlah dari elemen diagonal A dan dinotasikan  tr A , yaitu 

  11 22 33 nntr A a a a a     . Maka berlaku sifat-sifat berikut: 

(i)      tr A B tr A tr B     

(ii)    tr kA ktr A  

(iii)    Ttr A tr A  

Induksi Matematika [7] Prinsip induksi sederhana berbunyi sebagai berikut: Misalkan  p n  

adalah menyatakan suatu pernyataan bilangan bulat positif dan akan dibuktikan bahwa 

pernyataan  p n  tersebut benar untuk semua bilangan positif n , maka untuk membuktikan 

pernyataan ini digunakan aturan sebagai berikut: 

1) Akan ditunjukkan  1p benar, dan 

2) Jika  p n benar, maka  1p n  juga benaruntuk 1n  . 

Sehingga  p n  benar untuk semua bilangan positif n . 

 Langkah pertama dinamakan basis induksi, sedangkan langkah kedua dinamakan 

langkah induksi. Langkah induksi berisi asumsi (andaian) yang menyatakan  p n benar. Dan 

akan dibuktikan bahwa  1p n jugabenar, asumsi tersebut dinamakan hipotesis induksi. Bila 

sudah ditunjukkan kedua langkah tersebut benar maka sudah dibuktikan bahwa  p n benar 

untuk semua bilangan n . 

Teorema3 [1] Jika A adalahmatrikssegitiga nn  (segitiga atas, segitigabawah, atau diagonal) 

maka )det( A adalahhasilkalidarientri-entripada diagonal utamamatrikstersebut; yaitu

nnaaaA 2211)det(  . 

Definisi 4 [1]Jika A adalah matriks nn sebarang dan
ijC adalah kofaktor dari

ija , maka matriks 
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Disebut matriks kofaktor dari A . Transpos dari matriks ini disebut adjoin dari A , dan dinyatakan 

sebagai )(Aadj . 

Definisi5 [1] Jika A adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapat matriks B yang ukurannya 

sama sedemikian sehingga IBAAB  , maka A disebut dapat dibalik (invertible) dan B
disebut sebagai invers (inverse)dari A . 
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Teorema4 [1]Jika A adalah matriks yang dapatdibalik, maka 

)(
)det(

11 Aadj
A

A   

 
3. Hasil dan Pembahasan 

Hasil penelitian ini diperoleh setelah mengikuti langkah-langkah yang telah dijelaskan 
pada metode penelitian d atas. Ada tiga bentuk umum yang diperoleh pada hasil penelitian ini. 
 
3.1. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga 𝟒 × 𝟒 Dengan Pangkat Bilangan Bulat  
       Positif 
 
Teorema 5 Diberikan matriks segitiga atas pada Persamaan (2), maka diperoleh: 
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Bukti: Pembuktian menggunakan induksi matematika sebagai berikut. 
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1) Akan ditunjukkan  1p  benar, yaitu: 
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dengan memperhatikan Persamaan (2) maka  1p  benar. 

2) Asumsikan  kp  benar, yaitu: 
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Akan ditunjukkan  1kp  juga benar, yaitu: 
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Perhatikan bahwa: 
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dengan memperhatikan Persamaan  1kp  maka Teorema 4terbukti. 

Teorema 6 Diberikan matriks segitiga bawah pada Persamaan (3), maka diperoleh:
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Bukti: Dengan cara yang sama pada Teorema 5, maka Teorema 6 terbukti. 
 
3.2. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga 𝟒 × 𝟒 Dengan Pangkat Bilangan Bulat  
       Negatif 
 
Teorema 7 Diberikan matriks segitiga atas pada Persamaan (2), maka diperoleh: 
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Berdasarkan hasil perkalian matriks tersebut maka diperoleh: 
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Hal yang sama berlaku juga untuk IAA
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Teorema 7 terbukti. ▪ 
 
Teorema 8 Diberikan matriks segitiga atas pada Persamaan (3), maka diperoleh: 
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Bukti: Pembuktian dilakukan dengan cara yang sama pada Teorema 7 di atas, maka Teorema 
8 terbukti. 
 
3.3. Trace Matriks Segitiga 𝟒 × 𝟒 Berpangkat Bilangan Bulat 
 
Teorema 9 Diberikan matriks segitiga (atas dan bawah) pada Persamaan (2) dan Persamaan 
(3), maka diperoleh: 
a. Trace matriks segitiga (atas dan bawah) pada Persamaan (2) dan Persamaan (3), 

berpangkat bilapan bulat positif, yaitu:
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b. Trace matriks segitiga (atas dan bawah) pada Persamaan (2) dan Persamaan (3), 
berpangkat bilapan bulat negatif, yaitu:
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Bukti:  
a. trace matriks segitiga (atas  dan bawah) pada Persamaan (2) dan Persamaan (3), 
berpangkat bilapan bulat positif, Berdasarkan Teorema 5 dan Teorema 6 diketahui bahwa entri-

entri pada diagonal utamanya bernilaisamayaitu
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Teorema 9 terbukti   ▪ 

 
3.4.Aplikasi trace Matriks Segitiga 𝟒 × 𝟒 Berpangkat Bilangan Bulat 
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Penyelesaian: 
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Contoh 2. Diberikan matriks 
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maka dengan menggunakan Teorema 7 sehingga diperoleh: 
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Dengan menggunakan Teorema 9 diperoleh: 
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Contoh 3. Diberikan matriks 
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Dengan menggunakan Teorema 9 diperoleh: 4
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4. Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang telah dijelaskan di atas, maka terdapat teorema-
teorema yang menjadi kesimpulan dari hasil yang diperoleh. Jika diberikan matriks segitiga 
(atas dan bawah) pada Persamaan (2) dan (3), maka diperoleh: 
a. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga 4 × 4 Berpangkat Bilangan Bulat Positif, 

yaitu: 
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b. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga 4 × 4 Berpangkat Bilangan Bulat Negatif, 
yaitu: 
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c. Bentuk Umum Trace Matriks Segitiga 4 × 4 Berpangkat Bilangan Bulat, yaitu: 
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