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Abstrak
Artikel ini membahas mengenai bentuk umum perpangkatan matriks segitiga 5 x5 dan trace

n
matriks segitiga 5 x 5 berpangkat bilangan bulat. Bentuk umum perpangkatan matriks segitiga atas (AS )

n
dan matriks segitiga bawah (85 ) dengan n bilangan bulat, diperoleh dengan memangkatkan matriks

n n
tersebut dari pangkat -10 sampai pangkat 10. Selanjutnya dibuktikan bentuk umum matriks AS dan BS

n
dan membuktikannya dengan menggunakan induksi matematika. Terakhir diperoleh tl’(A5 )dan

n n n
tr(85 ) dengan menggunakan bentuk umum dari As dan BS dan membuktikannya dengan
pembuktian langsung. Pengaplikasiannya diberikan dalam bentuk contoh soal.

Kata kunci : induksi matematika, matriks segitiga, perkalian matriks, trace matriks.

Abstract
This paper discusses the general form of the trace of integer power of triangular 5 x 5 matrix

(AS”) (B.") o . . . .

and 5 /. This is obtained by powering the matrix from -10 to 10. And then, we will prove
n n n

(AS )and(BS )by using mathematical induction. Furthermore, obtained the formula of tr(Aﬁ )and

n n n
tr(85 ) by using the general form of AS and BS and prove it by direct proof. The application is given
in the form of example problems.

Keywords : mathematical induction, triangular matix,multiplication matix, trace matrix.

1. Pendahuluan

Terdapat beberapa jenis matriks, diantaranya matriks bujursangkar, matriks diagonal,
matriks simetris, matriks segitiga (segitiga atas dan segitiga bawah). Menurut Anton [1], matriks
segitiga atas adalah matriks bujursangkar yang semua entri dibawah diagonal utamanya
bernilai nol. Dan matriks segitiga bawah adalah matriks bujursangkar yang semua entri diatas
diagonal utamanya bernilai nol.

Operasi matriks diantaranya adalah perkalian matriks, determinan, invers, trace
matriks, dan lain sebagainya. Pada penelitian ini yang akan dibahas adalah mengenai trace

matriks. Menurut Anton [1], jika A adalah sebuah matriks bujursangkar, maka trace dari A,

yang dinyatakan sebagai tr(A) , didefenisikan sebagai jumlah entri-entri pada diagonal utama.

Trace dari A tidak dapat didefenisikan jika A bukan matriks bujursangkar.

Berdasarkan definisi di atas bahwa menentukan trace dari suatu matriks tidaklah begitu
sulit. Namun bagaimana jika yang akan ditentukan adalah trace dari suatu matriks yang
berpangkat. Berikut diberikan pemaparan penelitian sebelumnya yang membahas mengenai
trace dari suatu matriks yang berpangkat. Diantaranya Pahade [8] pada tahun 2015 membahas

mengenai rumus umum trace matriks 2x2 berpangkat bilangan bulat positif untuk n genap
dan n ganijil. Matriks yang digunakan adalah A=[abcd],Va,b,c,d €R, dengan bentuk

umum trace matriks A berpangkat bilangan bulat positif, yaitu:
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tr(A") f( O 22 nn—=(r+D][n=(r +2)]---[n—(r +(r —=1))](det(A))" (tr (A)"*",
! genap
(n-1)/2

()=, (e Dl (r+ 2111 (r+(s D)) (r(A)
! ganjil
Pembahasan mengenai trace matriks juga dibahas oleh Aryani [2] dalam artikelnya,
yang membahas mengenai bentuk umum dari trace matriks real berpangkat bilangan bulat
negatif yang merupakan lanjutan dari artikel Pahade [8]. Sebab, matriks yang digunakan sama
dengan matriks yang digunkan oleh Pahade [8], yaitu: =[abcd ],V a,b,c,d R . Bentuk umum
trace matriksnya yaitu:

vy 2ol 4D+ 20~ 0+ - D)) ()

tr(A™") = =10 n
(det(A))" (det(A))" genap
(n=1)/2 ¢ qyr
S O I (4 2] [ (r + (r - D))(det(A) (tr(A)"
tr(A") = tr(A) = ! 0
(det(A))’ (det(A)’ " anii

Selain itu, Aryani [3] membahas mengenai bentuk umum trace matriks berbentuk

khusus 2><2berpangkat bilangan bulat positif untuk n genap dan n ganjil. Matriks yang
digunakan adalahA =[0ab0],Va,b € R . Diperoleh bentuk umum trace matriks berbentuk
khusus berpangkat bilangan bulat positif, yaitu:

n n

tr(A™) = {0 ,nganjil (—1)22(det det (A) )2 ,n genap
Pada tahun 2018, Aryani [4] kembali lagi membahas mengenai bentuk umum trace
matriks berbentuk khusus 2% 2 berpangkat bilangan bulat negatif untuk n ganijil dan n genap.
Matriks yang digunakan sama dengan Aryani [3] dengan A mempunyai invers. Diperoleh

bentuk umum tracematriks berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat negatif, yaitu:

tr(A™™) = {0 ,n ganjil ,n genap
Penelitian selanjutnya, Aryani [5] dalam artikelnya membahas bentuk umum trace
matriks berbentuk khusus 3%3 berpangkat bilangan bulat positif. Matriks yang digunakan
adalahA=[1000aa0bb],Va,b €R, dengan bentuk umum trace matriksnya adalah:
tr(A")=1+(a+b)"

Berdasarkan uraian diatas, penulis kali ini tertarik untuk membahas mengenai trace

matriks segitiga S%3 dengan pangkat bilangan bulat. Matriks segitiga yang akan diteliti
berbentuk

a b c d e
0O ab cd
(A))=|0 0 a b c
0 00 aob
_O 000 a_,Va,b,c,d,eER. Q)
fa 0 0 0 O]
b a 0 00
(B;)=|c b a 0 O
d ¢c b a0
(e d ¢ b ajvgpcdeer )
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2. Metode Penelitian

Metode penelitian ini menggunakan metode studi literatur atau kajian pustaka. Akan
diberikan beberapa landasan teori yang akan digunakan untuk mendapatkan hasil yang
diinginkan. Namun, sebelumnya akan dipaparkan langkah-langkah yang akan dilakukan untuk
mendapatkan hasil dari penelitian ini.

1) Diberikan matriks segitiga 5x 5 bentuk khusus pada Persamaan (1) dan Persamaan (2).
2) Menentukan perpangkatan masing-masing matriks dari pangkat -10.sampai pangkat 10.
n n
3) Menduga bentuk umum matriks As dan Bs dengan n bilangan bulat.
n n
4) Membuktikan bentuk umum As dan Bs dengan N bilangan bulat menggunakan induksi
matematika.
n n
5) Membuktikan bentuk umum tr 6‘5 _dan tr 65 _dengan N bilangan bulat menggunakan
pembuktian langsung.

n k n K
6) Mengaplikasikan bentuk umum tr@‘s _ dan tr 65 _dengan N bilangan bulat dalam
bentuk contoh soal.

Berikut diberikan beberapa landasan teori pendukung penelitian ini.

Definisi 1 [1] Matriks bujursangkar yang semua entri di atas diagonal utamanya adalah nol
disebut matriks segitiga bawah dan matriks bujursangkar yang semua entri dibawah diagonal
utamanya adalah nol disebut matriks segitiga atas. Suatu matriks, baik segitiga bawah atau
segitiga atas disebut matriks segitiga. Suatu matriks segitiga umum dapat ditulis sebagai
berikut.

a, &, ag A,
0 Ay Ay o Ay,
A=l 0 0 ay o oay
0 0 O a,, |
, bentuk umum matriks segitiga atas.
fa, 0 O 0]
a, a, 0 0
A= ay 33 A 0
_anl an2 an3 a'nn_

, bentuk umum matriks segitiga bawah.

Definisi 2 [1] Suatu matriks bujursangkar A adalah simetris jika A= A" suatu matriks
simetris secara umum dapat ditulis sebagai berikut:

a;, &, a3 - &,
Ay, Ay 8y ot By,
A]xn =l 8y 8 &y,

aln aZn aSn ann
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Definisi 3 [1] Jika A adalah matriks bujursangkar, maka definisi dari pangkat bilangan bulat
taknegatif dari A adalah

A"=AA---A (n>0)
AO =1 dan n faktor

Selanjutnya, jika A dapat dibalik, maka definisi dari pangkat bilangan bulat negatif dari A
adalah

A"=(AH"=ATAT. A"
n faktor
Teorema 1 [1]) Jika A adalah matriks bujursangkar dan I dan s adalah bilangan bulat, maka
a AI'AS — AI’+S
b. (Ar)s — AI’S

Definisi 4 [6] Jika A adalah sebuah matriks bujursangkar, maka trace dari A, yang

dinyatakan sebagai tr(A), didefinisikan sebagai jumlah entri-entri pada diagonal utama A,

Trace dari A tidak dapat didefinisikan jika A bukan matriks bujursangkar. Suatu trace matriks
secara umum dapat ditulis sebagai berikut.

a,, a,, Q5 - Ay,

a, a, A, ot Ay,

A= 83, 8,3 Qg3 -0 Qg
|8 @y Az ot Ay |

tr(A)=a,, +a,, +az, +---+a

nn
Teorema 2 [6] Misalkan A= [aii] adalah matriks persegi berukuran N x N, maka trace dari A
didefinisikan sebagai jumlah dari elemen diagonal A dan dinotasikan sebagai tr(A), yaitu
tr(A) =ay, +a, +a;+--+8,  Maka berlaku sifat-sifat berikut:
T
(i) tr(A") =tr(A)
Gy tr(kA)=ktr(A)
(iii) tr(A+B) =tr(A)+tr(B)
dengan K adalah sebarang skalar, sedangkan A dan B adalah matriks berukuran nxn.

Definisi 5 [7] Misalkan P adalah sebuah Proposisi yang didefinisikan pada bilangan bulat

positif N; P(N) bisa benar atau salah untuk setiap ndalam N . Anggap mempunyai dua sifat
berikut:

() P Q) adalah benar.

(i) P(N+1) pernilai benar bilamana P(N) benar.
Maka P berlaku untuk setiap bilangan bulat positif.
Teorema 3 [1] Jika Aadalah matriks segitiga nxn (segitiga atas, segitiga bawah, atau

diagonal) maka 0€t(A) adalah hasil kali dari entri-entri pada diagonal utama matriks tersebut;
yaitu det(A) =ay;8,, - -ay,.
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Definisi 6 [1] Jika A adalah matriks N x nsebarang dan Cij adalah kofaktor dari®i, maka
matriks

Cll C12 C1n

C21 C22 C2n

Cnl Cn2 Cnn

Disebut matriks kofaktor dari A . Transpos dari matriks ini disebut adjoin dari A, dan dinyatakan
sebagai @dj (A) .

Definisi 7 [1] Jika A adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapat matriks B yang ukurannya
sama sedemikian sehingga AB =BA =1 makaAdisebut dapat dibalik (invertible) dan B
disebut sebagai invers (inverse) dari A,

Teorema 4 [1] Jika A adalah matriks yang dapat dibalik, maka

P
~ det(A) adj(A)

3. Hasil dan Pembahasan
Hasil penelitian ini diperoleh setelah mengikuti langkah-langkah yang telah dijelaskan
pada metode penelitian d atas. Ada tiga bentuk umum yang diperoleh pada hasil penelitian ini.

3.1. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga 5 x 5 Dengan Pangkat Bilangan Bulat
Positif.

Teorema 4 Diberikan matriks segitiga atas dengan bentuk khusus pada Persamaan (1), maka
diperoleh:

na"'e+n(n-1)a"*hd +%n(n ~Da"%c +

Qo

- 3_ -
" na" nal"’lc%n(n—l)z;l”’Zb2 na“d+n(n—1)a“bc+[(n1)6(nn)a”b3

aﬂ-abzﬁ((n—zr+2(n—2)32;(n—2)2—2(n—2))an-4bA

n —_ 3 —_ -
A=lg o na*' na"'c %n(n -1)a"h? na™d +n(n-1)a" *hc +((n1)6(nl)]a”b3
0 0 a" na" na”’lm-%n(n—1)::1”’2b2
0 a’ na"'h
0 0 0 0 2"

Bukti: Pembuktian menggunakan induksi matematika sebagai berikut.
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Misal:

- 3_ -
a" na"" na”’lc%n(n—l)a”’Qb2 na“d+n(n—1)a1“bc+{(n1)6(nl)]at”b3

0

0

na"’lc%n(n—l)a”’zb2

na"b

n

a
0

1) Akan ditunjukkan P C benar, yaitu

PO A =
al

Al = 0
0

0

_O

[a

0

A, =0
0

| O

a' 1a*'b 1a''c +%1(1—1) a?ph? 1a''d +1(1-1)a*bc +[L6(11)ja1‘3b3 %l(l—l)a”c2 + [%jambzc +

O O 99 T oo o

0

o T O

0

O T O Q

0

1la*h

o 0O Q o

a

la*'c+ %1(1—1) a'?p®

1la'h

al

1a°d +1(0) a*bc +((O)36_(0)

1ac +%1(0) a'b?

1a’b
al

0

dengan memperhatikan Persamaan (1) maka P (, benar.

2) Asumsikan P € _benar, yaitu:

ja’2b3

na"*e+n(n-1)a"*hd +%n(n -Da™%c? +

a”3b2c+[
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(n-1°-(n-1)
2

(-2"+2-2)°-(n-2)?-2(n-2)
24

1 —(n- +
na“d+n(n—1)a“bc+((n ) ; n 1)]a”b3 VneZ

]anAbA

na"'c +%n(n ~1)a"?b?
na"'h
aﬂ

la*'e+1(1-1)a"%bd +

(1-2)"+2(1-2)°-(1-2)° -2(1-2) a-h*
24

3
1a*'d +1(1-1)a*bc + (%)aﬁbﬁ

la*'c+ %1(1— Ha'?p?
1a*'b

al

2

a‘2b2<:+((_1)4 +2(-1)° - (=D* -2(-1) Ja—3b4
24

1a’e+1(0)a*bd + %1(0);,1-102 +((0)3—(O)]

3
1a°d +1(0) albc+((0)6_(o)J a“?p®
0 l -1 2
la c+51(0)a b
1a’b

al
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ka““b
0 0 a¥
0 0
0 0

- 3 - -
a kab kac+ %k(k ~Da*? ka“'d+k(k-1)a* e Jr((kl)s(kl)]ak'%3
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3 .
ke +k(k -1)a*%bd + %k(k ~Da* %+ [(k b 2‘(" Y ]

4 3
aHbzc+[(l<—2> +2k-2)' -
24

- 3_ —_
ka“id +k(k-1)a" %he + [W]a“tﬁ

ka“h ka“'c+ %k(k -1)a“%’
a¥ ka“

ak

(k-2?-2(k-2) Ja“b“

ka“'c+ %k(k -1’ VkeZ'

Akan ditunjukkan P €+1 juga benar, yaitu:

pk+1): A =

0 akd
0o 0
o 0
[0 0

Perhatikan bahwa:
Ak+1 — Ak A

“lo ka“*h
0 0 a*
0 0 0
0 0 0

(k+2a‘b (k+Da‘c+= (k+1)k a“p? (k+Da“d + (k +ka* lbc+[ - kJ ap®
a*t (k+1)akb (k+l)akc+%(k+1)kak’1b?
0 a* (k+Da‘b
0 0] gkt

a™ (k+Da*b (k+Da c+2(k+1)kak % (k+Da"d +(k+Dka" 1bc+[k 5 k]

- 3 - -
a* ka'b ka'c+ % k(k-1)a“?b? ka*d +k(k-1)a%bc+ [MG(ija”N

a (k+Da'd (k+Da‘c+> (k+1)kak W (kD)a'd + (k+ Dka o+ &

o
(k+Da‘e+ (k+Dka*bd + (k+1)ka“2 [@]
k2b3

ak.zbzc+[<k D' 42k 1) - (k- —2(k—1)]ak.3b4

24

—_ 3_ — ]
ka“'e +k(k ~1)a“ *bd +%k(k _f)ake? +[(k1)2(k1))
ak3b20+[(k—2)‘1+2(k—2)3—(k—2)2—2(k—2)]ak4b4 abocde
24 0aboecd
—_ 3_ -
(e TK(k-Da ka“d+k(k—1)a“bc+{(k b -k 1)]a“b3 00abc
2 6 000ahb
ka“*h kak‘lc+%k(k—1)a"‘2b2 0000 a
a* ka“*b
0 a"

. ]
(k+Da*e+(k+Dkahd += (k +D)ka“c? (kzk)ja“bzu

k k-2, 3
[6Ja (k=D +2(k -1 - (k1) - 2(k 1) iy
2

dengan memperhatikan Persamaan P € +1_maka Teorema 4 terbukti.

Teorema 5 Diberikan matriks segitiga bawah dengan bentuk khusus
maka diperoleh:

3
Tlo A (k +2)a*b (k+Da‘c+= (k+1)kak th? (k+Da*d +(k+Dka* 1bc+[k ; k] a %’
0 0 2k (k+1)a‘ (k+Da'c+= (k+1)kak 1y?
0 0 0 a™ (k +1)a b
00 0 0 at

pada Persamaan (2),
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a" 0 0 0
na"'b a" 0 0
na"’lc+%n(n—1)a"‘zb2 na"*b a" 0
-_ 3 - -
B na"d +n(n —1)51"’%c+[%]a”’3b3 na"’1c+%n(n -1)a"?p? na"'b a"
"=

-_ 3 - -
na"‘e+n(n-1)a"’bd +%n(n -Da"%? +[Wj

an,gbz“[(n—z)“ +2(n-2)°

-(n-2)? —2(n—2)]an,4b4
24

Bukti: Pembuktian untuk Teorema 5 ini sama perlakuannya dengan Teorema 4.

3.2. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga 5 x 5 Dengan Pangkat Bilangan Bulat

Negatif

Teorema 6 Diberikan matriks segitiga atas pada Persamaan (1), maka diperoleh:
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- 3_ -
na”’ld+n(n—1)a”bc+[L6(nD]a”b3 na"’1c+%n(n—l)a”b2 na"*b

>

Vnez*

_nb —ncaw%n(ml)b2 —ndaz+n(n+1)abc—%n(n+1)(n+2)b3 —nea3+n(n+1)azbd+%n(n+l)c2a2—%n(n+l)(n+2)acb2+%n(n+1)(n+2)(n+3)b4

1 -nb

an a"+l

o =
“n a
AS =

0 0

0 0

0 0

an+2 a"” am
_nb —nca+%n(n+1)b2 —ndaz+n(n+1)abc—%n(n+l)(n+2)b3
aVHl an+2 an+3
1 _nb —nca+%n(n+1)bz
; amt a™?
1 -nb
° @ R
1
0 0 T

n —n
Bukti: Pembuktian menggunakan aturan invers yaitu: ACAT =~ A

n
Untuk membuktikan teorema tersebut maka diperlukan A dengan N bilangan bulat positif.
Hal tersebut sudah ada pada Teorema 4.

n -n
Maka akan ditunjukkan A A =1 , yaitu:

n

a" na"h

r
T o ©o o
o

@

! 1 L Ma"esn(n-Ya Vg 1 2 ;0= Da"ict 42 (n g n3b2
na”lc+on(n-Ba" " na"den(n-ahos - @-0°-(1-D3°
+ﬁ‘n_2)4+2(”'2)3‘(”‘2)2-2(n—2)9"'4b“

na"'b na"'c+ %n(n ~Da"%’ na"'d +n(n —1)a"’2bc+éﬂw - -(n —l)}"’ab3
a" na" n.al"“lc%n(n—l)a"‘zb2
0 a" na"b
0 0 a' ]
—nca+%n(n+l)bz —ndaz+n(n+1)abc—%n(n+1)(n+2)b3 -n eas+n(n+1)a\2bd+%n(n+l)cZa\2—%n(n+1)(n+2)acbz+%n(n+l)(n+2)(n+3)b4
an-z an-a an-A
nb fnca+%n(n+1)b2 —ndaz+n(n+1)abc—%n(n+1)(n+2)b3
an'l an~2 an~3
nca+Sn(n+b?
1 -nb ety (n+)
an ar|~1 an~;
0 2 -
a a
0 0 1
a
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Misalkan

n -n - - - - -
As As =l I3 lag g gs

Sehingga
1
i, =a" —
11 a"
=1
a"(-nb) na"'h a™nb a"a’nb nb nb
12 = n+1 + n -n + n =-——+—=0
a a a"a a a a

1 n . 1 n-
(_ nca+2n(n+1)b2)a N nan—lb(_nb) .\ na 1C'|‘§n(r|—:|-)a 2b2

|13 = an+2 a.n-%—l an = O
a”(—nd @ +n(n+1)abc_%n (”+1)(”+2)b3] na”lb(—nca+;n(n +1)b2) (na“c+;n(n—1)a“b2)(—n b)
i14 = an+3 + an+2 + an+1
na"'d + n(n —l)an_zbc +% (n _1)3 _ (n _1)§n-3b3
* =0

n

a

a”(—n ea®+n (n+1)a’bd +%n (n+1)c’a’ —%n(n +1D)(n+2)ach? +in(n +1)(n+2)(n+3)b4)

|15 -

n+4

a

na”’lb(— nda’+n(n+1)abc- % n(n+1)(n+ 2)b3j na"'c + % n(n —1)a”’2b2(— nca -+ % n(n +1)b2]
+ +

an+3 an+—2
n-: n— 1 -
(na d+n(n-Da"*be+ €1-1°~(1-1)3 3b3j(—nb> na"e-+n(n-Da"bd + 2 n(n-Da” e+ 1-1) - (n-1) 3" b'e
. n+l + n =
a a

. 1
. I,,=a"—=1
'21=0, 2 a"

_a"(-nb) na"'b_ a'mb a"a’nb_ nb b

2 gt a" a"a a" a a

1 1
nf_ 1 b2 n-1 + n—2p2
a ( nca + n(n+ ) j n n—1| ( nt ) na C+ n(n—l)a b

by = an+2 an+l a" =0
a”(— nda®+n(n+1)abc —%n (n+1(n+ 2)b3J na"’lb(— nca +%n (n +1)b2] (na”’lc +%n(n —1)a”’2b2)(—n b) na™d +n(n-1)a™*bc L1 G(-9°-(n ﬁl)EHba
i25 an*S + aYH»Z + an+1 + aﬂe
=0
a"(-nb) na"'b a'™nb a"anb nb nb
. |32 = = — + =t —= O
I3, =0 a"t a" a"a a" a a
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B
—l n n —l
i, = a"(-n ) nb:_anr1b+a nnb n_b+n_b:O
a™ a a"a a a a
1
nca-+— n(n+1)b) " e+~ n(n=1)a""%h?
| ( + (- nb) na c+2n(n )a o
35 = an+2 a.n+1 a" -
. 1
. . i,=a"—=1
41:O’|42:0 '43:0, 44 a"

a"(-nb) na"'™ a™b a"amb nb nb
45 = n+1 + n  .n + n =——+—=0
a a a"a a a a

R
i51:0 i52:C”i53:0’i54:0,I55_a 5_

Berdasarkan hasil perkalian matriks tersebut maka dapat ditulis sebagai berikut:

PR PP PO PR 100 0 0]
PP PRSP PV PP 01000
AsnAs_n =lly gy 3 03 =0 0 1 0 0|=I
i41 i42 i43 i44 i45 0 0 O 1 O
_|51 |52 i53 I54 I55 _0 0 0 0 1_
Hal yang sama berlaku juga untuk Af;n Asn =1 . Berdasarkan pembuktian tersebut maka

Teorema 6 terbukti. ™
Teorema 7 Diberikan matriks segitiga bawah pada Persamaan (2), maka diperoleh:

lﬂ 0 0
a
= X o
a a
Lonep?
—nca+§n(n+) b 1
Bsin = an+2 an+1 3"
-nda? +n(n+1)abe —%n(n +D(n+2)b° -nca +%n(n +1)b’ b
an+3 an+2 an+l
3 24 L 22 L 2 1 4 2 1 3 1 )
-nea’ +n(n+1a bd+§n(n +1)ca —En(n+l)(n+2)acb +ﬂn(n+l)(n +3)b" —nda®+n(n +l)abc—gn(n +1)(n+2)b —nca+§n(n+1)b
L an+4 an+3 an+2

Bukti: Pembuktian dilakukan dengan cara yang sama pada Teorema 6 di atas, maka Teorema
7 terbukti.

3.3. Trace Matriks Segitiga 5 x 5 Berpangkat Bilangan Bulat

Teorema 8 Diberikan matriks segitiga (atas dan bawah) pada Persamaan (1) dan Persamaan
(2), maka diperoleh:

a. Trace matriks segitiga (atas dan bawah) pada Persamaan (1) dan Persamaan (2),

berpangkat bilapan bulat positif, yaitu:
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a tr(A")=5@") ,vneZ*
b. Trace matriks segitiga (atas dan bawah) pada Persamaan (1) dan Persamaan (2),

berpangkat bilapan bulat negatif, yaitu:
tr(A ") = S[a—lnj
C.
Bukti:
a. Trace matriks segitiga (atas dan bawah) pada Persamaan (1) dan Persamaan
(2), berpangkat bilapan bulat positif, Berdasarkan Teorema 4, Teorema 5 diketahui
bahwa entri-entri pada diagonal utamanya bernilai sama yaitu a" dan berdasarkan
definisi trace matriks, maka diperoleh:
tr(A")=a"+a"+a"+a"+a"= 5@")
b. Trace matriks segitiga (atas dan bawah) pada Persamaan (1) dan Persamaan

(2), berpangkat bilapan bulat positif, Berdasarkan Teorema 6, Teorema 7 diketahui
1

bahwa entri-entri pada diagonal utamanya bernilai sama yaitu a"  dan
berdasarkan definisi trace matriks, maka diperoleh:

tr(A") = 1n+ 1n+ 1n+ 1n+ 1n =5( 1n]
a" a" a" a a

Teorema 8 terbukti *

3.4 Aplikasi trace Matriks Segitiga 5 x 5 Berpangkat Bilangan Bulat

o o o w wul
o o w N
o w v N ©
w o~ o g

P
[
IOOOOO\J

6 6
Contoh 1 Diberikankan matriks . Hitunglah matriks As” dan tr(As )

Penyelesaian:
Dengan menggunakan Teorema 4 maka

(729 7.290 40.581 165.672 554.256]
0 729 7.290 40.581 165.672
A’=| 0 0 729  7.290 40581
0 0 0 729 7.290
0 0 0 0 729

Dan dengan menggunakan Teorema 5 diperoleh:
tr(A°)="5(729) = 3.645
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(-4 0 0 0 O
-9 -4 0 0 O
B.=|-11 -9 -4 0 O
-13 -11 -9 -4 0
Contoh 2 Diberikan matriks -5 -13 -11 -9 -4] Hitunglah matriks Bsg dan
tr(B,’)
Penyelesaian:
Dengan menggunakan Teorema 4 maka:
—262.144 0 0 0 0
—5.308.416 —262.144 0 0 0
859 =| —54.263.808 —5.308.416 —262.144 0 0
—375.275.520 -54.263.808 —-5.308.416 —262.144 0

—-1.978.546.176 —375.275.520 —54.263.808 -5.308.416 —262.144

Dan menggunakan Teorema 5 diperoleh:
tr(B,") =5(-262.144) = —1.310.720

2 356 7
0 2 356
A=|0 0 2 35
0 00 2 3
Contoh 3 Diberikan Matriks 0 0 0 0 2] dengan menggunakan Teorema 6, maka
[1 -9 24 18 -181]
8 16 32 64 128
o L 9 24 18
8 16 32 64
g o 1 =2 24
8 16 32
0 O 0 1 _—9
8 16
0 O 0 0 %
Dan dengan menggunakan Teorema 7 diperoleh:
- 1
(A ) =5
H
=2.560
-3 0 0 0 O
3 -3 0 0 O
B.=| 4 3 -3 0 0
-5 4 3 -3 0
Contoh 4 Diberikan Matriks 2 -5 4 3 -3]| Dengan menggunakan Teorema 6,

maka
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R 0o 0 o0
27
8L 27
|2t s 1

243 81 27
172 21 6 1

e e 2 2
729 243 81 27
807 172 21 6 1

2187 729 243 81 27 .
Dan dengan menggunakan Teorema 7 diperoleh:

tr(B;”)zsL

(=)
27
=08.415
4. Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan yang telah dijelaskan di atas, maka terdapat teorema-
teorema yang menjadi kesimpulan dari hasil yang diperoleh. Jika diberikan matriks segitiga
(atas dan bawah) pada Persamaan (1) dan (2), maka diperoleh:
a. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga 5 x5 Berpangkat Bilangan Bulat Positif,
terdapat pada Teorema 4 dan Teorema 5.
b. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga 5 x 5 Berpangkat Bilangan Bulat Negatif,
terdapat pada Teorema 6 dan Teorema 7.

c. Bentuk Umum Trace Matriks Segitiga 5 x5 Berpangkat Bilangan Bulat terdapat pada
Teorema 8.
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