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Abstrak 
Artikel ini membahas mengenai bentuk umum perpangkatan matriks segitiga     dan trace 

matriks segitiga     berpangkat bilangan bulat. Bentuk umum perpangkatan matriks segitiga atas )( 5

n
A

dan matriks segitiga bawah )( 5

n
B

 dengan   bilangan bulat, diperoleh dengan memangkatkan matriks 

tersebut dari pangkat -10 sampai pangkat 10. Selanjutnya dibuktikan bentuk umum matriks
n

A5 dan 
n

B5  

dan membuktikannya dengan menggunakan induksi matematika. Terakhir diperoleh )( 5

n
Atr dan 

)( 5

n
Btr  dengan menggunakan bentuk umum dari 

n
A5 dan 

n
B5  dan membuktikannya dengan 

pembuktian langsung. Pengaplikasiannya diberikan dalam bentuk contoh soal.  
 

Kata kunci : induksi matematika, matriks segitiga, perkalian matriks, trace matriks. 

 
 

Abstract 
 This paper discusses the general form of the trace of integer power of triangular 5 x 5 matrix 

)( 5

n
A and )( 5

n
B . This is obtained by powering the matrix from  -10 to 10.  And then, we will prove 

)( 5

n
A and )( 5

n
B by using mathematical induction. Furthermore, obtained the formula of 

)( 5

n
Atr and 

)( 5

n
Btr  by using the general form of 

n
A5 and 

n
B5 and prove it by direct proof. The application is given 

in the form of example problems.  
 

Keywords : mathematical induction, triangular matix,multiplication matix, trace matrix. 

  

 
1. Pendahuluan 

Terdapat beberapa jenis matriks, diantaranya matriks bujursangkar, matriks diagonal, 
matriks simetris, matriks segitiga (segitiga atas dan segitiga bawah). Menurut Anton [1], matriks 
segitiga atas adalah matriks bujursangkar yang semua entri dibawah diagonal utamanya 
bernilai nol. Dan matriks segitiga bawah adalah matriks bujursangkar yang semua entri diatas 
diagonal utamanya bernilai nol.      

Operasi matriks diantaranya adalah  perkalian matriks, determinan, invers, trace  
matriks, dan lain sebagainya. Pada penelitian ini yang akan dibahas adalah mengenai trace 

matriks. Menurut Anton [1], jika A  adalah sebuah matriks bujursangkar, maka trace dari A , 

yang dinyatakan sebagai ( )tr A , didefenisikan sebagai jumlah entri-entri pada diagonal utama. 

Trace dari A  tidak dapat didefenisikan jika A  bukan matriks bujursangkar.  
Berdasarkan definisi di atas bahwa menentukan trace dari suatu matriks tidaklah begitu 

sulit. Namun bagaimana jika yang akan ditentukan adalah trace dari suatu matriks yang 
berpangkat. Berikut diberikan pemaparan penelitian sebelumnya yang membahas mengenai 
trace dari suatu matriks yang berpangkat. Diantaranya Pahade [8] pada tahun 2015 membahas 

mengenai rumus umum trace matriks 2 2  berpangkat bilangan bulat positif untuk n  genap 

dan n  ganjil. Matriks yang digunakan adalah   [        ]            , dengan bentuk 

umum trace matriks A berpangkat bilangan bulat positif,  yaitu: 
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Pembahasan mengenai trace matriks juga dibahas oleh Aryani [2] dalam artikelnya, 
yang membahas mengenai bentuk umum dari trace matriks real berpangkat bilangan bulat 
negatif yang merupakan lanjutan dari artikel Pahade [8]. Sebab, matriks yang digunakan sama 
dengan matriks yang digunkan oleh Pahade [8], yaitu:  [        ]             . Bentuk umum 
trace matriksnya yaitu: 
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 Selain itu, Aryani [3] membahas mengenai bentuk umum trace matriks berbentuk 

khusus 2 2 berpangkat bilangan bulat positif untuk n genap dan n ganjil. Matriks yang 

digunakan adalah  [        ]          . Diperoleh bentuk umum trace matriks berbentuk 
khusus berpangkat bilangan bulat positif, yaitu:   

  (  )  *                                                   (  )
 
  (       ( ) )

 
                   

Pada tahun 2018, Aryani [4] kembali lagi membahas mengenai bentuk umum trace 

matriks berbentuk khusus 2 2 berpangkat bilangan bulat negatif untuk n ganjil dan n genap. 

Matriks yang digunakan sama dengan Aryani [3] dengan A  mempunyai invers. Diperoleh 
bentuk umum tracematriks berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat negatif,  yaitu:   

  (   )  *                                                                          
Penelitian selanjutnya, Aryani [5] dalam artikelnya membahas bentuk umum trace 

matriks berbentuk khusus 3 3  berpangkat bilangan bulat positif. Matriks yang digunakan 
adalah   [                  ]        , dengan bentuk umum trace matriksnya adalah: 

( ) 1 ( )n ntr A a b
 

Berdasarkan uraian diatas, penulis kali ini tertarik untuk membahas mengenai trace 

matriks segitiga 5 5  dengan pangkat bilangan bulat. Matriks segitiga yang akan diteliti 
berbentuk 
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2. Metode Penelitian 
Metode penelitian ini menggunakan metode studi literatur atau kajian pustaka. Akan 

diberikan beberapa landasan teori yang akan digunakan untuk mendapatkan hasil yang 
diinginkan. Namun, sebelumnya akan dipaparkan langkah-langkah yang akan dilakukan untuk 
mendapatkan hasil dari penelitian ini. 

1) Diberikan matriks segitiga 5 5 bentuk khusus pada Persamaan (1) dan Persamaan (2). 
2) Menentukan perpangkatan masing-masing matriks dari pangkat -10.sampai pangkat 10. 

3) Menduga bentuk umum matriks 
n

A5 dan 
n

B5 dengan n  bilangan bulat. 

4) Membuktikan bentuk umum 
n

A5 dan 
n

B5 dengan n  bilangan bulat menggunakan induksi 
matematika. 

5) Membuktikan bentuk umum 
n

Atr 5 dan 
n

Btr 5  dengan n  bilangan bulat menggunakan 
pembuktian langsung. 

6) Mengaplikasikan bentuk umum 
n

Atr 5  dan 
n

Btr 5 dengan n  bilangan bulat dalam 
bentuk contoh soal. 

 
Berikut diberikan beberapa landasan teori pendukung penelitian ini. 
 
Definisi 1 [1] Matriks bujursangkar yang semua entri di atas diagonal utamanya adalah nol 
disebut matriks segitiga bawah dan matriks bujursangkar yang semua entri dibawah diagonal 
utamanya adalah nol disebut matriks segitiga atas. Suatu matriks, baik segitiga bawah atau 
segitiga atas disebut matriks segitiga. Suatu matriks segitiga umum dapat ditulis sebagai 
berikut. 
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, bentuk umum matriks segitiga bawah.  

Definisi 2 [1] Suatu matriks bujursangkar A  adalah simetris jika 
tA A . Suatu matriks 

simetris secara umum dapat ditulis sebagai berikut: 
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Definisi 3 [1] Jika A  adalah matriks bujursangkar, maka definisi dari pangkat bilangan bulat 

taknegatif dari A  adalah 

0A I dan 

( 0)n

n faktor

A AA A n

       
Selanjutnya, jika A  dapat dibalik, maka definisi dari pangkat bilangan bulat negatif dari A

adalah 




faktorn

nn AAAAA 1111)(

 
Teorema 1 [1]) Jika A  adalah matriks bujursangkar dan r dan s  adalah bilangan bulat, maka 

a. 
r s r sA A A    

b. ( )r s rsA A       
 

Definisi 4 [6] Jika A  adalah sebuah matriks bujursangkar, maka trace dari A , yang 

dinyatakan sebagai ( )tr A , didefinisikan sebagai jumlah entri-entri pada diagonal utama A . 

Trace  dari A  tidak dapat didefinisikan jika A  bukan matriks bujursangkar. Suatu trace matriks 
secara umum dapat ditulis sebagai berikut.  
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Teorema 2 [6]  Misalkan ijA a
 adalah matriks persegi berukuran n n , maka trace dari A

didefinisikan sebagai jumlah dari elemen diagonal A  dan dinotasikan  sebagai ( )tr A , yaitu 

11 22 33( ) nntr A a a a a . Maka berlaku sifat-sifat berikut: 

(i) ( ) ( )Ttr A tr A  

(ii) ( ) ( )tr kA k tr A  

(iii) ( ) ( ) ( )tr A B tr A tr B  

dengan k adalah sebarang skalar, sedangkan A dan B adalah matriks berukuran n n . 
 

Definisi 5 [7] Misalkan p   adalah sebuah Proposisi yang didefinisikan pada bilangan bulat 

positif ; ( )N p n  bisa benar atau salah untuk setiap n dalam N . Anggap mempunyai dua sifat 
berikut:  

            (i) (1)p adalah benar. 

 (ii) ( 1)p n bernilai benar bilamana ( )p n  benar. 

Maka p berlaku untuk setiap bilangan bulat positif. 

Teorema 3 [1] Jika A adalah matriks segitiga nn  (segitiga atas, segitiga bawah, atau 

diagonal) maka )det(A adalah hasil kali dari entri-entri pada diagonal utama matriks tersebut; 

yaitu nnaaaA 2211)det( . 
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Definisi 6 [1] Jika A adalah matriks nn sebarang dan ijC adalah kofaktor dari ija , maka 
matriks 

nnnn
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Disebut matriks kofaktor dari A . Transpos dari matriks ini disebut adjoin dari A , dan dinyatakan 

sebagai )(Aadj . 
 

Definisi 7 [1] Jika A adalah matriks bujursangkar, dan jika terdapat matriks B yang ukurannya 

sama sedemikian sehingga IBAAB , maka A disebut dapat dibalik (invertible) dan B

disebut sebagai invers (inverse) dari A . 
 

Teorema 4 [1] Jika A adalah matriks yang dapat dibalik, maka 

)(
)det(

11 Aadj
A

A
 

   
 
3. Hasil dan Pembahasan 
 Hasil penelitian ini diperoleh setelah mengikuti langkah-langkah yang telah dijelaskan 
pada metode penelitian d atas. Ada tiga bentuk umum yang diperoleh pada hasil penelitian ini. 
  
3.1. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga     Dengan Pangkat Bilangan Bulat  
       Positif.  
 
Teorema 4 Diberikan matriks segitiga atas dengan bentuk khusus pada Persamaan (1), maka 
diperoleh: 
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Bukti: Pembuktian menggunakan induksi matematika sebagai berikut. 
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Misal: 
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1) Akan ditunjukkan 1p  benar, yaitu 
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dengan memperhatikan Persamaan (1) maka 1p  benar. 
 

2) Asumsikan kp  benar, yaitu: 
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Akan ditunjukkan 1kp  juga benar, yaitu: 

1

1

211

332
3

1211

43
234

22

3
211

32
3

1211

1

5

0000

)1(000

)1(
2

1
)1()1(00

6
)1()1()1(

2

1
)1()1(0

24

)1(2)1()1(2)1(

2

)
)1(

2

1
)1()1(

6
)1()1()1(

2

1
)1()1(

:)1(

k

kk

kkkk

kkkkkkk

kk

kkk

kkkkkkk

k

a

baka

bakkcakbaka

ba
kk

bcakkdakbakkcakbaka

ba
kkkk

cba

kk
ckakbdakkeak

ba
kk

bcakkdakbakkcakbaka

Akp

 
Perhatikan bahwa: 
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dengan memperhatikan Persamaan 1kp  maka Teorema 4 terbukti. 
 
Teorema 5 Diberikan matriks segitiga bawah dengan bentuk khusus pada Persamaan (2), 
maka diperoleh: 
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Bukti: Pembuktian untuk Teorema 5 ini sama perlakuannya dengan Teorema 4.  
 
3.2. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga     Dengan Pangkat Bilangan Bulat  
       Negatif 
 
Teorema 6 Diberikan matriks segitiga atas pada Persamaan (1), maka diperoleh:  
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Bukti: Pembuktian menggunakan aturan invers yaitu: IAAAA
nnnn

5555  

Untuk membuktikan teorema tersebut maka diperlukan 
n

A5  dengan n  bilangan bulat positif. 
Hal tersebut sudah ada pada Teorema 4. 

Maka akan ditunjukkan IAA
nn

55 , yaitu: 
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Berdasarkan hasil perkalian matriks tersebut maka dapat ditulis sebagai berikut: 
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Hal yang sama berlaku juga untuk IAA
nn

55 . Berdasarkan pembuktian tersebut maka 

Teorema 6 terbukti. ▪ 
Teorema 7 Diberikan matriks segitiga bawah pada Persamaan (2), maka diperoleh:  
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Bukti: Pembuktian dilakukan dengan cara yang sama pada Teorema 6 di atas, maka Teorema 
7 terbukti. 
 
3.3. Trace Matriks Segitiga     Berpangkat Bilangan Bulat 
  
Teorema 8 Diberikan matriks segitiga (atas dan bawah) pada Persamaan (1) dan Persamaan 
(2), maka diperoleh: 

a. Trace matriks segitiga (atas dan bawah) pada Persamaan (1) dan Persamaan (2), 

berpangkat bilapan bulat positif, yaitu: 
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a.                 
ZnaAtr nn

,)(5)( 5  

b. Trace matriks segitiga (atas  dan bawah) pada Persamaan (1) dan Persamaan (2), 

berpangkat bilapan bulat negatif, yaitu: 

c.                  
n

n

a
Atr

1
5)( 5

 

Bukti:  

a. Trace matriks segitiga (atas  dan bawah) pada Persamaan (1) dan Persamaan 

(2), berpangkat bilapan bulat positif, Berdasarkan Teorema 4, Teorema 5 diketahui 

bahwa entri-entri pada diagonal utamanya bernilai sama yaitu  
na  dan berdasarkan 

definisi trace matriks, maka diperoleh: 

                     
)(5)( 5

nnnnnnn
aaaaaaAtr

 

b. Trace matriks segitiga (atas  dan bawah) pada Persamaan (1) dan Persamaan 

(2), berpangkat bilapan bulat positif, Berdasarkan Teorema 6, Teorema 7 diketahui 

bahwa entri-entri pada diagonal utamanya bernilai sama yaitu  
na

1

 dan 

berdasarkan definisi trace matriks, maka diperoleh: 

                    
nnnnnn

n

aaaaaa
Atr

1
5

11111
)( 5

      

Teorema 8 terbukti   ▪ 
 

3.4 Aplikasi trace Matriks Segitiga     Berpangkat Bilangan Bulat 
 

Contoh 1 Diberikankan matriks 30000

53000

75300

97530

129753

5A

. Hitunglah matriks 
6

5A  dan )(
6

5Atr . 
Penyelesaian: 
Dengan menggunakan Teorema 4 maka 

7290000

290.7729000

581.40290.772900

672.165581.40290.77290

256.554672.165581.40290.7729

6

5A

 

Dan dengan menggunakan Teorema 5 diperoleh: 

645.3)729(5)(
6

5Atr
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Contoh 2 Diberikan matriks 4911135

0491113

004911

00049

00004

5B

. Hitunglah matriks 
9

5B  dan 

)(
9

5Btr
 

Penyelesaian: 
Dengan menggunakan Teorema 4 maka: 

144.262416.308.5808.263.54520.275.375176.546.978.1

0144.262416.308.5808.263.54520.275.375

00144.262416.308.5808.263.54

000144.262416.308.5

0000144.262

9

5B

 

Dan menggunakan Teorema 5 diperoleh: 

720.310.1)144.262(5)(
9

5Btr
 

Contoh 3 Diberikan Matriks 20000

32000

53200

65320
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5A

 dengan menggunakan Teorema 6, maka 
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Dan dengan menggunakan Teorema 7 diperoleh: 

560.2

8

1

1
5)(

3

3

5Atr

 

Contoh 4 Diberikan Matriks 33452

03345

00334

00033

00003

5B

. Dengan menggunakan Teorema 6, 
maka 
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1

81

6
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1

 
Dan dengan menggunakan Teorema 7 diperoleh: 

415.98

27

1

1
5)(

3

3

5Btr

 
4. Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang telah dijelaskan di atas, maka terdapat teorema-
teorema yang menjadi kesimpulan dari hasil yang diperoleh. Jika diberikan matriks segitiga 
(atas dan bawah) pada Persamaan (1) dan (2), maka diperoleh: 
a. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga     Berpangkat Bilangan Bulat Positif, 

terdapat pada Teorema 4 dan Teorema 5. 
b. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks Segitiga     Berpangkat Bilangan Bulat Negatif, 

terdapat pada Teorema 6 dan Teorema 7. 
c. Bentuk Umum Trace Matriks Segitiga     Berpangkat Bilangan Bulat terdapat pada 

Teorema 8. 
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