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Abstrak
	
Penelitian ini merupakan analisis model penyebaran penyakit anthrax dengan tipe SVEIQR. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menganalisis penyebaran penyakit anthrax dengan vaksinasi, karantina dan pengobatan. Kemudian ditentukan titik tetap dan bilangan reproduksi dasar (). Ada dua titik tetap, titik tetap tanpa penyakit dan titik tetap endemik. Hasil analisis dalam model menunjukkan bahwa jika  maka titik tetap tanpa penyakit stabil asimtotik lokal. Jika   maka titik tetap endemik stabil asimtotik lokal. Simulasi numerik dilakukan untuk menunjukkan dinamika populasi saat   dan .

Kata Kunci:  sistem dinamik, penyakit antraks, titik tetap, analisis kestabilan

Abstract

This research is an analysis of the model of anthrax disease spread with SVEIQR  type. The purpose of this study is to analyze the spread of anthrax disease with vaccination, quarantine and treatment. Then determine the equilibrium point and basic reproduction number . There are two equilibrium points, the disease free equilibrium point and the endemic equilibrium point. The analysis results in the model show that if  than the disease free equilibrium point is locally asymptotically stable. If   than the endemic equilibrium point is locally assymptotically stable. Numerical simulations are performed to show the population dynamics when   and .
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1. Pendahuluan
Peternakan adalah memelihara hewan ternak untuk dibudibayakan dan mendapatkan keuntungan dari kegiatan tersebut. Sektor peternakan merupakan sektor yang cukup penting di dalam proses pemenuhan kebutuhan pangan bagi masyarakat [1]. Selain itu, dapat mendorong tumbuhnya ekonomi yang berkerakyatan sehingga dapat meningkatkan pendapatan dan kesejahteraan masyarakat, khususnya masyarakat peternakan. Usaha peternakan mampu memberikan potensi keuntungan besar [1][2]. Hanya saja, perlu diwaspadai faktor yang dapat menimbulkan kerugian. 
Salah satu resiko yang harus diperhatikan oleh para peternak adalah serangan berbagai jenis penyakit ternak [3]. Penyakit ternak merupakan salah satu faktor yang menjadi penghambat produksi dan reproduksi pada ternak. Oleh karena itu, penyakit yang bersifat menular sering mendapat perhatian serius yang penanganannya harus dilakukan secara cepat dan tepat [4]. Untuk mengantisipasi masalah penularan penyakit, salah satu kebijakan kesehatan hewan adalah melindungi budidaya ternak dari ancaman wabah penyakit, terutama terhadap penyakit strategis. 
Berdasarkan Keputusan Menteri Pertanian Nomor 4026/Kpts/OT.140/4/ 2013 tentang penetapan 25 jenis penyakit hewan menular (PHM) strategis yang menimbulkan kerugian ekonomi, keresahan masyarakat dan kematian hewan yang tinggi. Salah satu jenis penyakit hewan menular strategis adalah antraks (radang limpa) [5]. Penyakit antraks adalah penyakit hewan menular yang disebabkan oleh bakteri Bacillus anthracis [6][7]. Penyakit ini dapat menyerang hewan ternak maupun hewan liar, terutama hewan herbivora [8][9] seperti sapi, kambing, domba, kerbau, dan kuda.
Pencegahan penyakit antraks pada ternak perlu dilakukan secara teratur dan berkelanjutan. Dinas Peternakan setempat akan mengeluarkan tindakan administratif dan teknis apabila terjadi wabah penyakit antraks. Daerah yang pernah terjangkit antraks, perlu dilakukan vaksinasi secara rutin untuk membantu mencegah terjadinya wabah. Beberapa tips/tindakan untuk mencegah penyebaran penyakit antraks [10], diantaranya adalah sebagai berikut: 
1. 	Hewan/ternak divaksin secara rutin setiap tahun sesuai rekomendasi instansi berwenang,
2. Hindarkan kontak langsung dengan hewan yang dicurigai terinfeksi antraks,
3. Hewan ternak yang diduga terjangkit penyakit antraks harus dipisah dari hewan-hewan yang sehat, dan
4. Hewan/ternak yang terjangkit antraks diobati antibotik spektrum luas (procain penisilin G, streptomycin, kombinasi procain penisilin G dan streptomycin dan oksitetrasiklin) atau diberi antiserum, dengan dosis sesuai yang dianjurkan.
Secara matematika, penyebaran penyakit menular dapat dimodelkan untuk memprediksi penyebaran penyakit dan menentukan tindakan yang tepat dalam menghentikan penyebaran penyakit tersebut. Dengandemikian kita dapat kelakukan upaya pengendalian berupa pencegahan dan pengobatan agar penyakit antraks dapat dieliminasi [11]. Ada beberapa penelitian terhadap model epidemik dari penyebaran penyakit antraks, diantaranya [11], meneliti tentang dinamika populasi penyebaran penyakit antraks vaksinasi dan pengobatan dan [4], meneliti tentang dinamika populasi penyebaran penyakit antraks dengan vaksinasi dan kasus infeksi pada manusia.

2. MetodePenelitian
Penelitian ini merupakan penelitian studi literatur dengan tujuan untuk menganalisis model penyebaran penyakit antraks pada ternak. Model yang dianalisis dalam penelitian ini adalah model matematika penyebaran penyakit antraks tipe SVEIQR yang merupakan hasil modifikasi dan pengembangan model Asikin [11]  dengan berdasarkan pedoman Ditjen PKH [10]. Populasi ternak dalam penelitian ini dibagi ke dalam enam kompartemen/kelas, yaitu kelas rentan , kelas tervaksin , kelas terpapar , kelas terinfeksi , kelas terkarantina , dan kelas sembuh . Penelitian ini memodifikasi dan menambahkan kelas tervaksin  dan kelas terkarantina , serta pemberian pengobatan sebagai upaya pencegahan penyebaran penyakit antraks.
Jumlah individu pada setiap kelas populasi dalam waktu  adalah , , , , , dan  dengan total populasi adalah        . Diagram alir pembagian kompartemen model dapat dilihat pada Gambar 1.
Beberapa pertimbangan atau batasan dalam merumuskan model matematika penyebaran penyakit antraks dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Rekrutmen kelahiran hanya terjadi pada individu pada kelas rentan;
2. Vaksinasi diberikan pada individu pada kelas rentan;
3. Karantina dilakukan pada individu pada kelas terinfeksi;
4. Pengobatan hanya diberikan pada individu pada kelas terinfeksi;
5. Individu yang terinveksi dan individu yang dikarantina dapat sembuh dengan tanpa pengobatan; dan
6. Individu yang telah sembuh tidak dapat terinfeki kembali.
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Gambar 1. Skema Penyebaran Penyakit Antraks Tipe SVEIQR

3. Hasil dan Pembahasan
3.1 	Model Matematika 
Model matematika penyebaran penyakit antrakx dirumuskan berdasarkan skema pada Gambar 1 dalam bentuk sistem persamaan diferensial sebagai berikut:
	 
 
 
 
 
 
	(1)


dengan .
Nilai parameter yang digunakan dalam penelitian ini berdasarkan nilai parameter pada penelitian yang dilakukan oleh Alam dan Sugiarto [13]. Selanjutnya, dilakukan penentaun titik tetap dan sifat kestabilan dari model matematika hasil modifikasi. 

3.2 	Penentuan Titik Tetap
Titik tetap pada sistem persamaan (1) diperoleh dengan menyelesaikan persamaan       .  Sehingga, diperoleh dua jenis titik tetap, yaitu titik tetap tanpa penyakit

dimana

dan titik tetap endemik

dimana
	


	





3.3 Bilangan Reproduksi Dasar
Penentuan bilangan reproduksi dasar () menggunakan pendekatan the next generation matrix [12]. Penentuan bilangan reproduksi dasar hanya didasarkan pada subpopulasi-subpopulasi yang menyebabkan infeksi [13], yaitu  dan  sebagai berikut:
	 
 
 
	(2)


Selanjutnya, ditentukan vektor  dan  berdasarkan sistem persamaan (2) sebagai berikut:


Sehingga, diperoleh matriks F dan V yang dievaluasi pada titik tetap tanpa penyakit  , yaitu:
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dan 
 
dimana
,				.
,		
Selanjutnya, ditentukan matriks G, dengan  sebagai berikut:

dimana
 
 dan
 
Nilai  merupakan nilai eigen dominan pada matriks G, yaitu:

dimana


3.4 Analisis Kestabilan Titik Tetap
Bagian ini akan dipaparkan sifat kestabilan untuk titik tetap tanpa penyakit  dan titik tetap endemik .

Teorema 1. Jika  maka titik tetap tanpa penyakit  untuk sistem persamaan (1) bersifat stabil asimtotik lokal.

Bukti. Sifat kestabilan  dapat diketahui dengan melakukan pelinearan pada sistem (1) di sekitar , sehingga diperoleh matriks Jacobi untuk titik tetap tanpa penyakit  sebagai berikut:

dengan
  	 			
				
				
					
				
			
			
				
			
Nilai eigen titik tetap tanpa penyakit  diperoleh dengan cara , atau

sehingga diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:
	
	(3)


dengan
	
	

	
	

	
	


Berdasarkan persamaan (3), diperoleh enam nilai eigen dengan tiga nilai eigen bernilai negatif adalah
	    

Sedangkan ketiga nilai eigen lainnya diperoleh dengan menyelesaikan persamaan berikut
	
	


Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz [14][15], persamaan (4) pada titik tetap  stabil jika memenuhi syarat-syarat kestabilan berikut:
  dan 
Karena semua parameter bernilai positif, maka koefisien  bernilai positif. Koefisien  akan bernilai positif ketika . Selanjutnya, jelas bahwa  Jadi, terbukti bahwa titik tetap tanpa penyakit  untuk sistem (1) bersifat stabil asimtotik lokal jika . 

Teorema 2. Jika  maka titik tetap endemik  bersifat stabil asimtotik lokal.

Bukti. Misalkan  adalah parameter bifurkasi. Berdasarkan kondisi  mengakibatkan
	
	


Titik tetap  mempunyai satu nilai eigen nol dan lima nilai eigen negatif jika  atau  Nilai eigen nol tersebut memiliki vektor eigen kanan  dan vektor eigen kiri . Misalkan , maka
,
, 
, 
 ,
.
Selanjutnya misalkan , maka 
,
,
 
Berdasarkan persamaan Castillo-Chaves dan Song [14][16] didefinisikan
	

	


dengan
	
	
	

	
	
	








Berdasarkan persamaan (6) diperoleh
. Karena dan , maka  dan diperoleh  Karena  maka . 
Nilai  dan  yang diperoleh memenuhi kriteria kasus 4 pada Teorema Castillo-Chavez dan Song [14][16]. Akibatnya, ketika  berubah dari  menjadi , titik tetap endemik  yang tidak stabil berubah berubah dari negatif menjadi positif dan stabil asimtotik lokal. Jadi, terbukti jika  maka titik tetap endemik  bersifat stabil asimtotik lokal.

3.5 Simulasi Numerik
Simulasi numerik pada model hasil modifikasi dilakukan untuk menunjukkan kestabilan dan memperlihatkan kembali sifat kestabilan dari masing-masing titik tetap dengan memasukan nilai-nilai  parameter pada Tabel 2. Kemudian, simulasi numerik dilakukan untuk mempelajari hal-hal yang terjadi dalam sistem dinamik. Dalam hal ini, dinamika populasi ternak dan melakukan variasi nilai parameter, yaitu parameter yang masih memungkinkan untuk dikontrol manusia dalam upaya penekanan penyebaran penyakit antraks, diantaranya adalah parameter laju vaksinasi , kemanjuran vaksin , dan laju karantina ().

Tabel 2. Variasi Nilai Parameter
	Parameter
	
	

	
	Nilai
	Sumber
	Nilai
	Sumber

	
	0,45
	Asumsi
	0,25
	Asumsi

	
	0,85
	Asumsi
	0,55
	Asumsi

	
	0,60
	Asumsi
	0,20
	Asumsi



Nilai parameter lainnya dapat dilihat pada Tabel 1. Karena parameter yang dapat diubah dalam penelitian ini adalah parameter ,  dan  maka nilai parameter yang diubah dalam penelitian adalah nilai parameter ,  dan  Dinamika populasi diamati saat kondisi  dan saat . Dalam hal ini  merupakan bilangan reproduksi dasar yang didefinisikan pada (4.3). Nilai awal yang digunakan adalah      dan  
Sistem persamaan (1) pada kondisi  memiliki satu titik tetap tanpa penyakit yang dapat ditunjukkan dengan solusi numerik. Titik tetap diperoleh dengan menggunakan nilai parameter pada Tabel 2 dengan  dan titik tetap tanpa penyakit       Linearisasi dan perhitungan terhadap sistem (1) di sekitar titik tetap diperoleh matriks Jacobi dan nilai eigen untuk titik tetap tanpa penyakit. Dapat disimpulkan bahwa titik tetap tanpa penyakit bersifat stabil karena semua nilai eigen bernilai negatif, yaitu      dan 
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Gambar 2. Dinamika Populasi untuk Kondisi 

Dinamika subpopulasi dengan populasi rentan , populasi tervaksin , populasi terpapar  populasi terinveksi  populasi yang dikarantina  dan populasi yang pulih atau sembuh dari penyakit  menuju titik tetap tanpa penyakit  seperti yang dapat dilihat pada Gambar 2. Jumlah populasi rentan dan populasi tervaksin mengalami kenaikan secara terus-menerus hingga mencapai kestabilan di sekitar titik tetap masing-masing, yaitu  dan . Populasi terpapar dan populasi terinfeksi mengalami penurunan secara terus-menerus hingga mencapai kestabilan di sekitar titik tetap  Sedangkan untuk populasi yang dikarantina dan populasi yang sembuh dari penyakit mula-mula mengalami kenaikan, kemudian turun secara terus-menerus hingga mencapai kestabilan di sekitar titik tetap . Hasil simulasi ini sesuai dengan Teorema 1 bahwa jika , titik tetap tanpa penyakit  bersifat stabil asimtotik lokal.
Selain memiliki titik tetap tanpa penyakit, sistem dinamik juga memiliki satu titik tetap endemik yang dapat ditunjukkan dengan solusi numerik. Titik tetap diperoleh dengan menggunakan nilai parameter pada Tabel 2 dengan  Titik tetap endemik adalah ,      
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Gambar 3. Dinamika Populasi untuk Kondisi 

Linearisasi dan perhitungan terhadap sistem (1) di sekitar titik tetap, diperoleh matriks Jacobi dan nilai eigen untuk titik tetap endemik. Selanjutnya dapat disimpulkan bahwa titik tetap endemik bersifat stabil karena terdapat empat nilai eigen bernilai negatif dan dua nilai eigen yang bagian realnya negatif, yaitu      dan 
Dinamika subpopulasi untuk kondisi  ditunjukkan pada Gambar 3. Dinamika populasi menunjukkan bahwa subpopulasi menuju titik tetap endemik atau stabil di sekitar titik tetap endemik.
Populasi rentan mengalami peningkatan secara terus-menerus hingga mencapai kestabilan di sekitar titik tetap yaitu  Populasi tervaksin mengalami peningkatan secara terus-menerus hingga mencapai kestabilan di sekitar titik tetap  Populasi terekspos, populasi terinfeksi, populasi yang dikarantina dan populasi sembuh mengalami fluktuasi, kemudian mencapai kestabilan di sekitar titik tetap masing-masing, yaitu   , dan . Hasil simulasi ini sesuai dengan Teorema 2 bahwa jika , titik tetap endemik  bersifat stabil asimtotik lokal.

4. Kesimpulan
Penelitian ini merupakan hasil modifikasi model matematika penyebaran penyakit Antraks pada ternak. Model pada penelitian ini mempertimbangkan adanya vaksinasi pada individu yang rentan, serta karantina dan pengobatan pada individu yang terinfeksi. Model yang dikembangkan dapat menggambarkan penyebaran penyakit Antraks pada ternak. Berdasarkan analisis yang dilakukan pada model hasil modifikasi,  terdapat dua titik tetap, yaitu titik tetap tanpa penyakit dan titik tetap endemik. 
Titik tetap tanpa penyakit stabil asimtotik pada kondisi bilangan reproduksi dasar kurang dari satu, sedangkan titik tetap endemik stabil asimtotik lokal pada kondisi bilangan reproduksi dasar lebih dari satu. 
Hasil simulasi numerik dinamika populasi menunjukkan hasil yang sesuai dengan kestabilan titik tetap tanpa penyakit dan titik tetap endemik.
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