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ABSTRAK

Sistem kongruensi linier dapat diselesaikan dengan dua metode yaitu metode eliminasi-substitusi dan invers
matriks. Pada tulisan ini masalah yang dibahas adalah sistem kongruensi linier memiliki tepat satu solusi
yang melibatkan beberapa variabel dengan modulo yang sama. Persoalan dibatasi pada penyelesaian sistem
kongruensi linier 4 kongruensi 4 variabel menggunakan metode eliminasi Gauss-Jordan tahap demi tahap
yang dapat digunakan untuk mereduksi matriks menjadi bentuk eselon baris tereduksi, sehingga diperoleh
solusi dari penyelesaian sistem kongruensi linier. Kemudian, untuk menyelesaikan sistem kongruensi linier
adalah dimana pembagian selalu dapat diganti dengan perkalian invers modulo m. Catatan setiap operasi
perkalian, penjumlahan dan pengurangan yang dilakukan terhadap modulo m. Hasil yang diperoleh adalah
bentuk umum dari selesaian sistem kongruensi linier 4 kongruensi 4 variabel

Katakunci: Sistem kongruensi linier, metode eliminasi Gauss, modulo

ABSTRACT

Linier congruence system can be solved by two methods, the method of elimination-substitution and matrix
inversion. In this paper the problem discussed is a linier congruence system having exactly one solution
involving several variables with the same modulo. The problem is limited to the completion of linier
congruence system 4 congruence of 4 variables using the step-by-step Gauss elimination methods that can
be used to reduce the matrix to reduced row echelon form, so that a solutions is obtained from the linier
congruence solution. Then, to solve the linier congruence system is where the division can always be
replaced by multiplication with inverse modulo m. With a note of each multiplication operation, addition
and subtraction performed on the module m. The results obtained are getting a general from of the value of
the linier congruence system 4 congruence 4 variable.
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Pendahuluan

Teori bilangan merupakan salah satu cabang matematika yang penting dan banyak manfaatnya
karena teori-teorinya dapat diterapkan dalam kehidupan sehari-hari. Selain itu teori bilangan juga
merupakan salah satu dari beberapa cabang matematika Kklasik yang sudah lama dipelajari dan
dikembangkan oleh banyak matematikawan. Pada awalnya teori bilangan dipelajari dan
dikembangkan sebagai kesenangan dan pemenuhan rasa ingin tahu belaka, tetapi saat ini beberapa
cabang dari teori bilangan telah mendapatkan tempat sebagai alat dari teknologi modern [6].

Salah satu pokok bahasan dalam teori bilangan adalah kongruensi linier yang serupa dengan
persamaan linier, tetapi dengan koefisien dan solusinya himpunan bilangan modulo, yang mana
semesta pembicaraannya adalah bilangan bulat. Sistem kongruensi linier merupakan suatu sistem
yang terdiri lebih dari satu kongruensi dan variabel dan mempunyai modulo yang sama [2].
Mengingat kongruensi linier yang serupa dengan persamaan linier berarti metode-metode untuk
menyelsaikan sistem persamaan linier bisa juga untuk menyelesaiakan kongruensi linier, Terkait
dengan pernyataan tersebut menyelesaikan sistem kongruensi linier merupakan salah satu
penelitian yang menarik untuk dikaji.

Beberapa penelitian yang membahas tentang sistem kongruensi linier , yaitu Kurnia Era Wati
(2009) menjelaskan sistem konguensi linier mempunyai selesaian dan tidak mempunyai selesaian
serta menjelaskan cara menyelesaikan sistem kongruensi linier tiga kongruensi tiga variabel.
Madinatuz Zuhroh (2011), penulis mengkaji sistem kongruensi linier simultan yang mempunyai
selesaian dan tidak mempunyai selesaian dengan menggunakan konsep keterbagian.

Dari beberapa penelitian di atas, penulis tertarik untuk melakukan penelitian tentang sistem
kongruensi linier dengan metode eliminasi gauss dengan tujuan bahwa untuk menyelesaikan sistem
kongruensi linier dapat diselesaikan banyak metode salah satu nya dengan metode eliminasi gauss.

Metode dan Bahan Penelitian

Adapun teori pendukung yang penulis gunakan dalam menyusun penelitian ini adalah

Definisi 1 [3] Jika m suatu bilangan bulat positif, maka a kongruen dengan b modulo m (ditulis
a = b (mod m)) bila m membagi (a — b). Jika m tidak membagi (a — b) maka dikatakan
bahwa a tidak kongruen dengan b modulo m (ditulis a # b (mod m)).

Definisi 2 [3] Kongruensi linier adalah suatu kongruensi, variabelnya berpangkat paling tinggi satu.
Bentuk umum kongruensi linier adalah ax = b (mod m) dengan a,b,m € Z,a # 0 (mod m)
danm > 0.

Sistem Kongruensi linier merupakan Kongruensi linier yang mempunyai beberapa kongruensi dan
beberapa variable.
Perhatikan sistem kongruensi linier berikut ini:
A11X1 + A12x5 + ay3x3 + aqx4 = by(mod m)
Az1X1 + Ay3X5 + Ay3X3 + AzuXy = by(mod m)
A31X1 + A32X5 + A33X3 + A34X4 = by(Mmod m)
Ag1X1 + AgpXy + Ag3X3 + Auaxs = by(mod m)
Dengan menggunakan notasi matriks, sistem kongruensi linier tersebut ekuivalen dengan
kongruensi matriks AX = B (mod m), dimana :

Ayp o Qqg X1 b;
A=<5 5>,X=<5>,danB=<S>
Qg1 Qgg X4 b,
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Suatu sistem kongruensi linier terdiri lebih dari satu kongruensi linier dan variabel yang
mempunyai modulo yang sama.
Teorema 1 [3] Misalkan A = (Ccl Z
sedemikian hingga det A = A= ad — bc relatif prima terhadap bilangan bulat positif m. Maka
Al =A"1 (—dc _ab) adalah invers dari A modulo m.

Teorema 2 [3] Jika (a,m ) = 1, maka kongruensi linier ax = b (imod m) memiliki tepat satu
solusi.

Teorema 3 [3]Misalkan m suatu bilangan asli dan (A, m) = 1 dengan A= ad — bc, maka sistem
kongruensi linier

) adalah matriks yang elemennya bilangan-bilangan bulat,

ax + by = e (mod m)
cx + dy = f (mod m)
mempunyai penyelesaian (x, y) dengan
x = A1 (de — bf)(mod m)
y =A™ (af — ce)(mod m)
dengan A~! adalah invers dari A modulo m

Selanjutnya dari persamaan kongruensi yang ada pada langkah 1, dapat diperoleh nilai w, x, y dan
z (mod m) dengan melakukan substitusi kongruensi.

Hasil dan Pembahasan

Adapun langkah-langkah dalam menyelesaikan sistem kongruensi linier dengan 4 kongruensi 4
variabel menggunakan metode eliminasi Gauss yang dipaparkan di bawah ini.
Diketahui sistem kongruensi linier

aw + bix+ ¢y +dyz = e;(mod m)

a,w + byx + ¢,y + dyz = e;(mod m)
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azw + bzx + c3y + dzz = e3(mod m)
a,w + byx + ¢,y +dyz = eg(mod m)
Sistem kongruensi linier pada langkah pertama dapat direpresentasikan ke bentuk matriks AX = B (mod m)
a, by ¢ diiw e,
a, b, ¢, dy||x e
az bz ¢z dzf|y €3
a, by c, dyllz €4

(mod m)

Tahap selanjutnya melakukan operasi baris elementer untuk memperoleh matriks segitiga atas
a; by ¢ diler
a, bz Cy d2 (=)
as b3 C3 d3 €3
a, by c, dul€s
->baris kedua ditambahkan dengan (—a,)(a;)~* kali baris pertama, sehingga diperoleh:

(mod m)

ra,(mod m) b, (mod m) ¢, (mod m) d,(mod m) e, (mod m)
0 (bpa;, = byaz)(a) ™ (mod m)  (c2a1 = ¢1a,)(a)) ™ (mod m)  (dpa, — d1a;)(ar) ™ (mod m)| (eza; — eya;)(ay) ™" (mod m)

as(mod m) bs(mod m) c3(mod m) d;(mod m) e;(mod m)

La,(mod m) by(mod m) c4(mod m) d,(mod m) e,(mod m)

->baris keempat ditambahkan dengan (—a,)(a;)~?! kali baris pertama, sehingga diperoleh:

ra, (mod m) b, (mod m) ¢, (mod m) d,(mod m) i e;(mod m)
0 (b;a; — byay)(a) " (mod m)  (cza1 — ¢1a,)(a) " (mod m)  (dpa; — dyay)(ay) ™" (mod m)| (e,a, — e;a,)(a;) ™" (mod m)
0 (bsa; — b1a3)(a1)‘1(mod m) (cza; — c1a3)(a1)‘1(mod m) (dza; — d1a3)(a1)‘1(m0d m)| (esa; — e1a3)(a1)_1(m0d m)
0 (bya; — bya,)(a) " (mod m)  (cua; — cya,)(a) " (mod m)  (dna; — dyas)(ay) ™ (mod m)l (eya, — eya,)(a;) ™ (mod m)

Dengan cara yang sama lakukan operasi baris elementer sehingga diperoleh :
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a,(mod m) b,(mod m) ¢, (mod m) d,(mod m)
0 (b,a, — bya,)(a,) ™ (mod m) (c2a1 = €1a5)(a,)™*(mod m) (da, — dya;)(a,) ™ (mod m)
0 0 (c3a1b; — €3a,by — asc1b; — byasc; + (dsayb, — dsasb, — dyasb, — dya.bs +
bsa,c, + azbyc,)(bya, — byay) ™' (mod m) dya,b; + dyasb,)(b,a, — bya,)~*(mod m)

(=dsa,bycq + dyasbyc; — dya,bycs — dyaybsc,
+d,a,b3cy + dza,byc, — dyash,cs + dyazh,cy
—d,azb,c; + dsa,b,c; — dyazbicy — dyazbscy

0 0 0 +dsa,bicy + dyaub,c3 + dyaybsc; — dyaubscy

—d,a,b,c; + dya,byc; + dyazh,c, — dyagbsc,
—dsa,b,c; — dzaybycy + dyashycy — diashycy)

(cza1b, — c3a,b, — azcib, + bsasc, + byayc, — asbyc,) " (mod m)

Dari operasi diatas, maka diperoleh :

e,(mod m)
(e2a, — €,a,)(a,) ™ (mod m)
(e3a,b, — e3a;b, — e1a3b, — e;a,b; +
e,a,b; + e;azb,)(b,a, — byay)~*(mod m)
(e4a1by¢3 — e3a,b,¢4 + €201b5¢4 — €4, b3,
—e,a,b,¢5 + esa,b,c, — e azh,cy — ejagbycs
+esaub,c; + ejazb,cy + e,azbic; + e,a,bscy
—e4a;b,¢3 — e,a4b3¢, — €,a3by ¢, — €1a3b3C,
+esa,b; ¢y + e,a4b 05 + €1a,bzc, + e1a,buc5
+e,a3b4¢, — €,a3b4¢; — e3a;,b4¢1 — €3a4b,C5)
(csa1b, — csa,by — ascyby + byasc, + bsa,cq — azbyc,) ™ (mod m)

(eqa,byc3 — e3a,bycy + e3a,byc, + eya, b5y — €a,b405 — €40, b3¢, — e1a4by03 + e3a,b,cq + eyasb,cy — e a3b,cq + e,a3b,01 + e1a4bsc,
_ —e,asb,c, — esayb,cy + ejasbic, + ea,bscy — eja,bic3 — ea,bscq — e,as3bic, — ea,bsc, + e3a,bic, + e3a,b 05 + eaybuc; — esabicy)
Z= (d4a,byc3 — dya byc3—dsa bycy — dyaibsc, + dya,bscy + dzaybyc, — dyagb,c; + diazbyc, + dsagb,cy — dyasbicy, — dyaszb,c; — dyaybsey +
dsa,bic, + dyazhic; + dyabsey — dyaubscy — dyaybics + dyaybycs + dyashic, + diagbsc, — dsazh,c, — dsaybuey + dyashye, — diaghb,c,) ™ (mod m)

(eza,b,dy — e a,b,ds + eya,b:d, — eza,b,d, + e,a,b,d; — e,a,b3d, + eza,b,dy + ejab,d; — e asb,d, + e asb,dy — ejabsd, + e,a,bsdy
—esa,b d, —e,a,b,ds + e a,b,ds — e,a,b,ds + e;a,bd, — e,a3b,d, + eash,d, — eya,bsd, + e,a3b,d, + eya,b5d, — esa,b,dy — e asbidy)

y

(d,a,byc3 — dya,bc5—dsa b,c, — dyabsc, + dya,bscy + dsagbyc, —dyagbycs + diashb,cy + dsayb,cq — dyashic, —dyasb,cp — dia,bscy +

dsa,bic, + dyaubics + dyasbscy — dyaubscy — dyazbic; + diaybycs + dyashic, + diagbsc, — dsaubic, — dsaybuey + dyashb,cq — diasb,c,) ™ (mod m)

(eza,c,d, — €4a,c3d, + €,a,C,d5 + €,a,C3d, — €3a,C,dy + €1a,C,d3 + e,a3¢,d; — esa,c,d; + ejascsd, — e,asc,d, + easc,d, — eqa,cids
_ —e,a,C3d, — e1a5C,d, — €,a5C,dy + e;a,c,d, + e,a,c3d, — esa,c,d; + e;a,0,d; — e,a,c,d5 + e,a5c,d, — €,a,c,d5 — €,a,03d, + €,a401d3)
x= (d4aybyc3 — dya,byc3—dsa bycq — dyagbsc, + dya bscy + dsabyc, — diagb,c; + dyaszbyc, + dsanb,cy — dyazbicy, — dyazb,cy — dyaybscy +
dsa,bic, + dyaubics + dyaybscy — dyaubscy — dyayzbic; + diaybucs + dyash e, + diagbsc, — dsaub,c, — dsaybuey + dyagh,cq — diazb,c,) ™ (mod m)

34



Jurnal Sains Matematika dan Statistika, VVol. 6, No. 1, Januari 2020
ISSN 2460-4542, e-ISSN 2615-8663

(e4byc3dy—esb cyd, + e,b,c4ds + e3bic,d, — e,b5c,dy — e4bycds — esbycid, + e,bycds + esbycid, — ey bscid, + e;bscidy, — e,bucqds
—eub,c3d, + ;b c3dy — ey bsc,dy, — e3b,cydy + esbyc,dy + eubsc,dy + ebycds — e bycyds — ebycsd, — e,byc3dy + ebyc3d, + e,bsc,dy)
(d,aybyc5 — dya,bc3—dsa byc — dyabsc, + dya,bscy + dsaybyc, — dyagb,c5 + dyashycy + dsayb,cy — dyazbic, —dyasb,c; — diay,bscy +
dsa,bic, + dyazhic; + dyabscy — dyaubsey — dyabics + dyasbyes + dyashic, + diagbsc, — dsagh,c, — dsaybuey + dyashye, — diasb,c,)™ (mod m)

w =

Contoh 1 Carilah penyelesaian dari sistem kongruensi linier berikut ini!
3w+ x+ 2y +2z =4 (mod5)
w+2x+3y+z =4 (mod5)
2w+ x + 3y +2z =5 (mod5)
3w+ 2x+y+2z=2(mod5)
Sistem kongruensi ini dapat dinyatakan dalam bentuk perkongruenan matriks

3 1 2 21wy [4

1 2 3 1||x|_|a

2131y]=5(m0d5)

3 2 1 2llz1 |2
ahui d

Diketahui dari perkongruenan matriks diatas

a, =3 bj=1c¢; =2 di=2e =4
a,=1b,=2c, =3 dy=1e,=4

a3 =2b3=1c3=3 dz;=1e3=5
a,=3by,=2c,=1 dy=2e,=2

Untuk mencari nilai w diperoleh:
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(e4bic3d,—esbyic,d, + e,bcyds + e3byc,d, — e,b5c,dy — ey bicds — esbycidy + e4bycds + esb,cid, — ey bscid, + e;bscidy, — e;,b,c1d5
—eub,c3d, + e,b,c5dy — ey bsc,dy, — esbycydy + esbyc,dy + eubscydy + eybycyds — ebycyds — ebycsd, — e;byc3dy + ebyc3dy + eybsc,dy)
(d,a,byc3 — dya,bc5—dsa byc, — dyabsc, + dyabscy + dsagbyc, —dyagbyc5 + diashb,cy + dsayb,cq — dyashic, — dyasb,c; — dia,bscy +
dsa,bicy + dyazhic; + dyazbsey — dyaubscy — daabics + diaybycs + dyashic, + diagbsc, — dsagh,c, — dsaybuey + dyash,c, — diasb,c,)™ (mod m)

w =

(2131-5111+4111+5132-4112-2131-5222+2221+5221-2121+4122-4221
_ —2232+4232-4132-5232+5212+2132+4231-4211-4231-4132+4232+411.1)
W= (2323-1323-1321-2313+1311+13.23-2323+2221+1322-1211-2222-2111+
1.1.1.1+ 1313+ 2.1.1.2 - 13.1.22.1.1.3 + 2.1.23 + 2.2.1.3 + 2.3.1.3 - 1.3.1.3 - 1.1.2.2 + 1.2.2.2 — 2.2.2.3) 7! (;mod 5)

w = (2)(4)7 ! (mod 5)
dengan menyelesaikan kongruensi 4x = 1 (mod 5), maka (4)~! (mod 5) = 4, sehingga diperoleh:
w = (2)(4) (mod 5)
w = 8 (mod 5)
w = 3 (mod5)
Untuk mencari nilai x diperoleh:
(esa,c,d, — €4a,03d, + €,a,C,d5 + €,a,C3d, — €3a,C,d, + €1a,0,d5 + e a3¢,d, — esa,c,d, + eja,csd, — ey,asc,d, + e,a5¢,d, — e,a,0,d5
_ —e,0,C3d; — e,a5C,d, — e,a5C,d, + e;a,0,d, + e,a,05d, — e3a,C,d; + e3a,0,d, — e;a,0,d5 + e,a5¢,d, — e,a,C,d3 — eja,03d, + e,a,0,d3)
= (d4a,byc; — dya,byc3—dsa bycy — dya,bsc, + dyagbsc, + dsabyc, — diagh,cs + dyasbyc, + dsalb,cy — dyasbic, — dyash,cy — diaybscy +
dsaybicy + dyashic; + dyaybsc; — dyazbsey — dyazbic; + diayb,cs + dyash,c, + diagbsc, — dzagbic, — dsaybucq + dyazbye, — dyiash,c,) ™t (mod m)

(5.311-2331+2331+4332-5332+4111+2221-5321+4331-4222+4212-21.21
—4332-4211-2232+5122+2132-5112+5332-4331+4232-4311-4132+43.21)
2323-1323-1321-2313+1311+1323-2323+2221+1322-1211-2222-2111+

1.1.1.1+ 1313+ 21.1.2-13.1.2 - 2113+ 2.1.23 + 2.2.1.3 4+ 23.1.3 - 1.3.1.3 - 1.1.2.2 + 1.2.2.2 — 2.2.2.3) 7! (mod 5)

®
Il

x = (3)(4)"*(mod 5)
dengan menyelesaikan kongruensi 4x = 1 (mod 5), maka (4)~! (mod 5) = 4, sehingga diperoleh:
x = (3)(4) (mod 5)
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x = 12 (mod 5)
x = 2 (mod5)
Untuk mencari nilai y diperoleh:
(eza.b,d, — eqa,b,d; + e a,b;d, — eza;b,d, + e,a,b,d; — e,a,b3d, + eza,b,d; + ejaub,d; — ejazb,d, + eqasb,d; — eja,bsd; + e;a,bsd,y
_ —esa,bid, — eja,b,ds + e aybids — eya,bids + esa b d, — eyazb,dy + ejasb,d, — e a,bsdy + eyasbid, + ejaybzdy — ezanb,dy — eqasb,dy)
Y= (dsaibyc3 — dyabycz—dza bycy — dyagbsc, + dyaibscy, + dsaibyc, — diagbycs + diasbyc, + dzagh,cy — dyazbicy — dyazb,cy — dyazbscy +
dsa,bic, + dyaubics + dya,bse; — dyaubscy — dyayzbics + diaybycs + dyashic, + diagbsc, — dzaubic, — dyaybuey + dyash,cy — diazb,c,)™t (mod m)

(5.322-2321+2311-5321+4321-4312+5122+4321-4222+2222-4311+4312
-5112-4121+2111-4311+5311-4222+4221-2112+4212+4112-5322-221.1)
(2323-1323-1321-2313+1311+1323-2323+2221+1322-1211-2222-2111+

1.1.1.1+13.13+21.1.2-13.1.2-21.13+ 2123+ 2213+ 23.1.3 - 1.3.1.3 - 1.1.2.2 + 1.2.2.2 — 2.2.2.3) 7! (mod 5)

<
Il
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— -1
y = (1)(#) ™ (mod 5)

dengan menyelesaikan kongruensi 4x = 1 (mod 5), maka (4)~! (mod 5) = 4, sehingga diperoleh:

y = (1(4) (mod 5)

y =4 (mod 5)

Untuk mencari nilai z diperoleh:

(eqaibyc3 — eza bycy + eza byc, + e,a,bscy — e,a.byc5 — ega,bsc, — egaghbycs + esanb,cy + egaszbycy — eqaszbycy +eyaszbyey + eqaghsc,
—ejaszb,c, —esa,bucq + ega3bic, + e,a,b500 — ega,bic5 — e,a,bscy — e,a3bic, — e1a,bsc, + e3a,bi¢4 + €a,b 05 + e,a,b,05 — esa,bycy)
(d4a,byc5 — dya byc3—dsabyc, — dyagbsc, + dya,bscy + dsagbyc, — dyagbycs + diasbyc, + dsagb,cy — dyasbicy, —dyasbyc; — dyaybscy +
dya,b,cy + dyashic; + dyaybscy — dyazhbscy — dyaybics + dyaybucs + dyashyc, + dyaghsc, — dzaghbic, — dsayb,cy + dyazbycy — dyazb,c,) ™ (mod m)

zZ =

(23.23-53.21+5323+4311-4323-2313-43.23+5322+4221-2222+4222+4313
—4.2.23-5122+2213+2112-2113-4312-4211-4111+5111+4313+4.123-53.1.3)
(2323-1323-1321-2313+1311+1323-2323+2221+1322-1211-2222-2111+

1.1.1.1+13.1.3+42.1.1.2-13.1.2-21.13+ 2123+ 2213 + 23.1.3 - 1.3.1.3 - 1.1.2.2 + 1.2.2.2 — 2.2.2.3) " (mod 5)

z = (0)(4)"Y(mod 5)
dengan menyelesaikan kongruensi 4x = 1 (mod 5), maka (4)~! (mod 5) = 4, sehingga diperoleh:
z = (0)(4) (mod 5)

z =0 (mod 5)

Jadi penyelesaian dari sistem kongruensi linier diatas adalah
w = 3 (mod 5)

x =2 (mod?5)

y = 4 (mod 5)

z=0

38



Jurnal Sains Matematika dan Statistika, Vol. 6, No. 1, Januari 2020
ISSN 2460-4542, e-ISSN 2615-8663

Kesimpulan

Untuk menyelesaian Sistem Kongruensi Linier dengan metode eliminasi Gausian, diperoleh bentuk umum sebagai berikut:
(e4a,byc3 — esa bycy + e3a,byc, + €,a,b5¢4 — €3a,b,¢5 — €4a,b3¢, — eyaybyc3 + esab,cq + ejasb,cy — e a3b,01 + €,a3b,c1 + €1a4bsc,
—e,asb,c, —esa,bucq + e4asbic, + e a,bsc, — ega,bi05 — e,a,bscy — e,a3b,¢, — €1a,bsc, + €3a,b1¢, + €,a,bi05 + €1a,b,05 — e3a,b,C5)
(d4aybyc3 — dyaibyc3—dsa bycy — dyagbsc, + dyabscy, + dsabyc, — diagh,c5 + dyasb,c, + dsalb,cy — dyasbicy, — dyasbyc; — dyaybscy +
dsa,bic, + dyaubics + dya,bseq — dyaubscy — dyayzbics + diaybucs + dyashic, + diagbsc, — dzaubic, — dsaybuey + dyagh,cq — diazb,c,) ™ (mod m)

zZ =

(esa,b,d, — e a,b,ds + e,a,b;d, — e;a,b,d, + e,a,b,d3 — e,a,b3d, + eza,b,dy + ea,b,ds — ejasb,d, + e,asb,dy — eja,bsd, + e,a,bsd,
—esa,bd, — e;a,b,d; + e a,b,ds — e a,b ds + esanbid, — e,azb,dy + e,a3b,d, — e,a,b5d, + e,a5b,d, + e,a,b5d, — e;a,b,dy — e azbidy)
(d4aybyc5 — dyabyc3—dsa byc, — dyaibsc, + dya,bscy + dsagbyc, — dyagb,c; + diasbyc, + dsagh,cy — dyasbicy, —dyasb,c; — dyaybscy +
dya,b,cy + dyashic; + dyaybscy — dyazhscy — dyazbics + dyaybycs + dyashyc, + dyaghsc, — dzagbic, — dsayb,cy + dyazbycy — dyazb,c,) ™ (mod m)

y

(eza,c,d, — e a,c3d, + €,a,C,d3 + €,a,C3d, — €3a,C,d, + e1a,0,d3 + e,a30,d; — esa,c1d; + eja,csd, — e,asc,d, + eyasc,d, — eqa,c,ds
—e,a,C3d, — e,a3C,d, — €,a5C,dy + e3a,c1d, + e,a,c3d, — e3a,¢,d; + e3a,0,d; — e,a,C,d5 + e,a3¢,d, — €,a,c,d5 — €,a,03d, + €,a,0,d3)
(d,a,byc3 — dya,bc5—dsa byc, — dyabsc, + dya,bscy + dsagbyc, —dyagbycs + diashb,cy + dsayb,c — dyasbic, —dyasb,c; — dia,bscy +

dsa,bic, + dyaubics + dyazbscy — dyagbscy — dyazbics + diaybycs + dyashic, + diagbsc, — dsaubic, — dsaybuey + dyash,cq — diasb,c,) ™ (mod m)

X =

(e4byc3dy—esbcyd, + e,b,cyds + e3bic,d, — e,b5c,dy — ey bicyds — esbycid, + e4bycds + esb,cid, — egbscid, + e;bscd, — e;b,cids
—eub,c3d, + e,b,c5dy — e,bsc,dy — esbycydy + esbyc,dy + egbsc,dy + ebycyds — ebycyds — ebyc3d, — e;bc3dy, + ebyc3d, + e4bsc,dy)
(d4aybyc3 — dya,byc3—dsa b,y — dyaibsc, + dya bsc, + dsabyc, — diagb,c; + dyazbyc, + dsaglb,cy — dyazbicy — dyasb,c — dyaybsey +
dsa,bic, + dyaubic; + dya,bscy — dyaubscy — dyazbics + diaybycs + dyashic, + diagbsc, — dsaubic, — dsaybuey + dyasb,cq — diasb,c,) ™ (mod m)

w =
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