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ABSTRAK

Penelitian ini bertujuan menentukan trace matriks Toeplitz simetris real bentuk khusus ordo 3 x 3 berpangkat
bilangan bulat positif n. Langkah penelitian dimulai menentukan bentuk umum matriks Toeplitz simetris ordo 3 x 3

yang dinotasikan dengan A3n dengan membuktikannya dengan induksi matematika. Selanjutnya ditentukan trace
A3n yang dinotasikan dengan tr(Asn ) dan membuktikannya dengan pembuktian langsung. Hasil akhir dari

penelitian ini diperoleh bentuk umum matriks A3n dan tr ( AB,n ) untuk n ganjil dan n genap.

Kata kunci: matriks toeplitz, matriks toeplitz simetris, perpangkatan matriks, trace

ABSTRACT

In this paper, we aims to determine the general form trace of positive integer power of real 3 x 3 symmetrical
Toeplitz special matrix. The research begins to determine the general form of real 3 x 3 symmetrical Toeplitz matrix

which is denoted by A3n and prove it by mathematical induction. Furthemore, we determine trace of matrix A3n
which is denoted by tr ( ASn ) and prove it by direct proof. The final results of this study obtained the general form

of the matrix Asn and tr ( Asn ) for n odd and even numbers.

Keyword: symmetrical Toeplitz matrix, Toeplitz matrice, the power of matrix, trace

Pendahuluan

Menurut Anton [2], matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan, bilangan —
bilangan tersebut disebut entri dari matriks. Matriks dibagi menjadi beberapa jenis antara lain matriks
bujur sangkar, matriks nol, matriks identitas, matriks diagonal, matriks segitiga, matriks simetris, matriks
Toeplitz dan sebagainya. Menurut Gray [5], matriks Toeplitz adalah matriks berukuran nxn yang

dinotasikan sebagai T,, = [tkj; k,j=01,---,n— 1] dengan t,; =t, ; sebuah matriks dengan formula :
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i to t, t, —(n—l)_
t1 to t—1 t-(n—z)
Tn =l 4 Y t, - t—(n—S) . (1)
_t(n—l) t(nfz) t1 to

Dalam teori matriks terdapat berbagai macam operasi matriks diantaranya yaitu perkalian matriks,
determinan matriks, invers matriks, dan trace matriks. Dalam penelitian ini hanya dibahas mengenai trace
matriks. Trace matriks adalah jumlah dari elemen-elemen diagonal utama dari matriks bujur sangkar yang
ordonya nxn dan dinotasikan dengan tr( A).

Pembahasan mengenai trace matriks telah banyak diteliti oleh beberapa peneliti sebelumnya. Pada
tahun 2015, Pahade dan Manoj [8] membahas bentuk umum trace matriks orde 2x 2 berpangkat
bilangan bulat positif. Dalam makalah tersebut terdapat dua bentuk umum trace matriks berpangkat
bilangan bulat positif. Pertama, bentuk umum trace matriks berpangkat bilangan bulat untuk n genap,
yaitu

n n/2 (_1)r r n-2r

tr(A")=3 = nn-(r+1))n-(r+2)]-[n-(r+(r-1))](det(A)) (tr (A))

r=0 :

Kedua, bentuk umum trace matriks berpangkat bilangan bulat untuk n ganjil, yaitu
n-1/2

w(a )" L n (vt (r+2) [ (e (r-1))J(det ) (1r (&)

r=0

Kemudian, di tahun 2017, Pahade dan Manoj [9] juga telah membahas mengenai trace matriks
berpangkat bilangan bulat positif dari suatu matriks ketetanggaan. Di tahun yang sama, Fatonah dan Fitri
[4] dalam penelitiannya membahas mengenai bentuk umum dari trace matriks yang dibentuk secara
khusus dengan entri bilangan real dan bilangan kompleks berpangkat bilangan bulat positif untuk n ganjil
dan n genap. Pada tahun 2018 pembahasan tentang trace matriks juga dibahas oleh Andesta dan Fitri [1]
yaitu trace matriks berbentuk khusus 3x 3 berpangkat bilangan bulat positif. Pada Tahun 2019, Aryani
dan Nurul Husna [3] membahas trace matriks Toeplitz tridiagonal ordo 3 x 3 berpangkat bilangan bulat
positif. Selanjutnya, dalam penelitian ini akan dibahas trace dari matriks Toeplitz pada Persamaan (1)
yang berordo 3 x 3 berbentuk simetris dengan pangkat bilangan bulat positif dengan bentuk matriks
0 a O

A,=|a 0 a|,dengan aeR. 2
0 a 0

Metode dan Bahan Penelitian

Penelitian ini dilakukan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks pada Persamaan (2)
berpangkat bilangan bulat positif. Penelitian ini dimulai dengan menentukan bentuk umum matriks

Toeplitz simetris A" dan membuktikan bentuk umum A" menggunakan induksi matematika.

Selanjutnya, ditentukan bentuk umum tr(A”) dan membuktikannya dengan pembuktian langsung. Materi

mengenai matriks Simetris dirujuk pada Makhoul [6], definisi mengenai perpangkatan matriks, teorema
perpangkatan matriks, dan definisi trace matriks dirujuk pada Anton [2], serta materi induksi matematika
dirujuk pada Munir [7].
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Definisi 1. Matriks Toeplitz Simetris merupakan matriks toeplitz yang setiap entri diagonalnya sama,
yang mana entrl [T'U] = [T]l] Untuk Setiap I, J 21,2, ..... ,n .

fo r r, R P r,
r Iy r o N g
S
rn—l rn—2 r.n—3 r-0 r1
L rn rn—l rn—2 rl r0 h

Definisi 2. Jika A adalah matriks bujursangkar, maka definisi dari pangkat bilangan bulat tak negatif dari
A adalah

A°=1,A"=AA...A(n>0)

%/_J
n faktor

selanjutnya, jika A dapat dibalik, maka definisi dari pangkat bilangan bulat negatif dari A adalah:

AT=(AT) =ATAT AT

%/—/
n faktor

Teorema 1. Jika A adalah matriks bujursangkar dan I dan S adalah bilangan bulat -bilangan bulat,
maka:

Ar AS:Ar+S,(Ar)S:ArS.

Definisi 3. Jika A adalah matriks bujursangkar maka trace dari A yang dinyatakan sebagai tr(A),
didefinisikan sebagai jumlah entri—entri pada diagonal utama A. Trace dari A tidak dapat didefinisikan
jika A bukan matriks bujursangkar.
Diberikan matriks A sebagai berikut:

a, 4a, - a,

a a cee a
e

ay ap, - Ay

maka tr(A) adalah:
tr(A)=a, +a,, +---+4a,,

= Zin=1 &

Definisi 4. Prinsip induksi sederhana sebagai berikut : Misalkan p(n) suatu pernyataan yang

menyatakan bilangan bulat positif dan akan dibuktikan bahwa pernyataan p(n) tersebut benar untuk
semua bilangan positif n, maka untuk membuktikan pernyataan ini digunakan aturan sebagai berikut :
1. Akan ditunjukkan p(l) benar, dan

2. lJika p(n) benar, maka p(n+1) juga benar untuk n=1.
Sehingga p(n) benar untuk semua bilangan bulat positif n.
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Langkah 1 dinamakan basis induksi, sedangkan langkah 2 dinamakan langkah induksi. Langkah induksi
berisi asumsi (andaian) yang menyatakan bahwa p(n) benar. Asumsi tersebut dinamakan hipotesis

induksi. Bila sudah ditunjukkan kedua langkah tersebut benar maka sudah dibuktikan bahwa p(n) benar
untuk semua bilangan n.

Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini akan ditentukan bentuk umum trace dari matriks Toeplitz simetris bentuk khusus
pada Persamaan (2) berpangkat bilangan bulat positif. Langkah pertama yaitu menentukan nilai

perpangkatan matriks A sampali A312 sebagai berikut:

A=A A
0 a 0|0 a O
=la 0 alla 0 a
0 a 0||0 a O
a> 0 a’
=0 2a> 0
a> 0 a’
dengan cara yang sama, maka didapatkan:
0 2a° 0
Af=|2a® 0 2a°
0 2a° 0
2a* 0 2a*
A=l 0 4a* 0
2 0 2a‘
0 4a® 0|
A’ =|4a®> 0 4a°
0 4a®> ©0
[4a° 0 4a°]
A=l 0 8° 0
4a® 0 4a°
0 8" 0
A’ =8’ 0 8a’
0 8" O

64



Jurnal Sains Matematika dan Statistika, VVol.5, No. 2, Juli 2019
ISSN 2460-4542, e-ISSN 2615-8663

8a® 0 8a
A=l 0 16a® 0
8a® 0 8a°
0 16a° O
A’ =16a" 0 16a°
0 16a°® 0
0 323" 0
At =l32a" 0 32a"
0 32a% 0

A= 0 64a” O
32a¥ 0 323"

Selanjutnya bentuk umum matriks berpangkat Agn untuk n ganjil dan n genap dinyatakan dalam teorema
berikut:

0 a O
Teorema 2. Diberikan matriks A; =|a 0 a|VaeR, maka
0 a O
_ i -
0 22a" 0
n-1 n-1
223" (l) 223" ,untuknganijil
.
0 223" 0
n_ JL _
R [ n2 ]
22a" 0 22za"
n
0 223" 0 ,untukngenap
223" 0 223a"

Bukti: Pembuktian menggunakan induksi matematika sebagai berikut:
- o -

O
N
N

QD
S
O

p(n): Al =22 a" Cl) 2 2 a" |,untukn ganjil dibuktikan sebagai berikut:

1) Basis Induksi: Untuk n =1 maka
0 a 0

p):A;=|a 0 a
0 a o
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dengan melihat Persamaan (2), maka p(1) benar.

2) Langkah Induksi:
asumsikan untuk n =k, p(k) benar, yaitu:

p(k): Ak =|2 2 a* 0 22 3

maka akan dituﬁjukkan n=k+2, p(k + 2)_juga benar yaitu:
B k+1 B

0 22 gk 0
p(k+2): Ak2 =| 2 2 g+ 0 22 g2

Pembuktiannya:

AL AL A2

dengan melihat Persamaan (3), maka p(k + 2) benar.
Dari Langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti

n-1

0 224" 0
1 1
Al=|22a" (3 2 2 a" |,untuknganijil.

Selanjutnya akan dibuktikan untuk n genap.

M2 2 ]
223" 0 224"
p(n):Af=| 0 22a" 0 |untukngenapdibuktikan sebagai berikut:
n-2 n-2
223" 0 224"
L J

@)
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1) Basis Induksi: Untuk n=2 maka

D(2): A =

Il
o 9 O

a2

2

a
2) Langkah Inc]uksi:

©Q O

o 9 O
o 9 O

0 a?

=| 0 2a* 0|

0 a?

Q9 O o
o 9 O

benar

Asumsikan untuk n=k, p(k) benar, yaitu:

k-2
22a" 0
k

p(k): AX = 0 223"
223k 0

maka akan dibuktikan p(k +2) juga benar, yaitu:

pk+2): A" =

Pembuktiannya:
A= B
[ k=2

2 k

2°%a

0
k-2
2 k

22 a

k
25 ak+2
= 0

25 ak+2

=

dengan melihat Persamaan (4), maka _p(k +2) benar.
Dari Langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti

k
25 ak+2

k
0 22 ak+2
k2
2 2 ak+2 0
k
0 22 a.k+2

o

=

25 ak+2

(4)
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n-2 n-2
22 a" 0 22a"
n
Al=| 0 223" 0 |,untukngenap
n-2 n-2
22" 0 22a"
Berdasarkaﬁ pembuktian di atas, make_l Teorema 2 terbukti. [

Berdasarkan Teorema 2, maka didapat bentuk umum trace matriks Toeplitz simetris bentuk khusus
Persamaan (2) yang diberikan dalam Teorema berikut.

0 a 0
Teorema 3. Diberikan matriks A; =|a 0 a|, VaeR maka
0 a0
0 , nganjil
”(AQ)Z n,
22 4" ,ngenap

Bukti:
Akan dibuktikan tr(A3n ): 0, untuk n ganjil sebagai berikut:

Berdasarkan Teorema 2, diperoleh bentuk umum A,"untuk n bilangan ganjil. Berdasarkan Definisi 2

maka didapat bentuk umum tr(AS”) untuk n bilangan ganjil yaitu:
_ - )

0 224" 0

n-1 n-1

tr(Al)=trl22a" 0 22a

tr(A?) =0+0+0
=0
sehingga terbukti tr(AB" ): 0, untuk n ganjil.

n
Selanjutnya akan dibuktikan tr(AQ): 22 1a” , untuk n genap sebagai berikut:
Berdasarkan Teorema 2, maka diperoleh bentuk umum A," untuk n bilangan genap. Berdasarkan
Definisi 2, maka didapat bentuk umum tr(A3”) untuk n bilangan genap yaitu:

[ n-2 n-2
22a" 0 22za"

n
tr(ASn ): tr 0 224" 9
22a" 0 22

n

a
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n-2 n n-2
2

tr(A3”)=27a” +22a"+2

-2 n
:2-[2 2 a”]+22a”

an

n

—1
sehingga terbukti tr(AQ):ZZ+ a", untuk n genap. Berdasarkan pembuktian di atas, maka Teorema 3
terbukti. -

Kesimpulan

Dalam penelitian ini dapat disimpulkan bahwa :

1.

2.

Bentuk umum dari matriks Toeplitz simetris bentuk khusus Persamaan (2) dengan entri bilangan real
berpangkat bilangan bulat positif dengan n ganjil dan n genap yaitu:

n-1
0 223" 0
n-1 -1
223" (3 223" ,untuknganjil
.
0 22a" 0
n_JL _
R [ 2]
223" 0 22a"
n
0 223" 0 ,untukngenap
22a" 0 22a"

Bentuk umum dari trace matriks Toeplitz simetris bentuk khusus Persamaan (2) dengan entri
bilangan real berpangkat bilangan bulat positif dengan n ganjil dan n genap yaitu:
0 ,nganjil
tr(ASn): E+l

22 a" ,ngenap

Untuk penelitian lebih lanjut, dapat dikembangkan trace dari matriks topelitz simetris secara umum.
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