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ABSTRAK 

 
Penelitian ini bertujuan menentukan trace matriks Toeplitz simetris real bentuk khusus ordo 3 x 3 berpangkat 

bilangan bulat positif n. Langkah penelitian dimulai menentukan bentuk umum matriks Toeplitz simetris ordo 3 x 3 

yang dinotasikan dengan  
n

A3
dengan  membuktikannya dengan induksi matematika. Selanjutnya ditentukan trace 

n
A3

 yang dinotasikan dengan  n
Atr 3

 dan membuktikannya dengan pembuktian langsung. Hasil akhir dari 

penelitian ini diperoleh bentuk umum matriks 
n

A3
 dan  n

Atr 3
 untuk  n ganjil dan n genap. 

 

Kata kunci:  matriks toeplitz, matriks toeplitz simetris, perpangkatan matriks,  trace 
 

 
ABSTRACT 

 
In this paper, we aims to determine the general form trace of  positive integer power of real 3 × 3 symmetrical 

Toeplitz special matrix. The research begins to determine the general form of real 3 x 3 symmetrical Toeplitz matrix 

which is denoted by 
n

A3
 and prove it by mathematical induction. Furthemore, we determine trace of matrix 

n
A3

 

which is denoted by   n
Atr 3

 and prove it by direct proof. The final results of this study obtained the general form 

of the matrix 
n

A3
 and  n

Atr 3
 for  n odd and even numbers. 

 

Keyword:  symmetrical Toeplitz matrix,  Toeplitz matrice, the power of  matrix, trace 

 

 
Pendahuluan 

 

Menurut Anton [2], matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan, bilangan –

bilangan tersebut disebut entri dari matriks. Matriks dibagi menjadi beberapa jenis antara lain matriks 

bujur sangkar, matriks nol, matriks identitas, matriks diagonal, matriks segitiga, matriks simetris, matriks 

Toeplitz dan sebagainya. Menurut Gray [5], matriks Toeplitz adalah matriks berukuran nn  yang 

dinotasikan sebagai    [                 ] dengan jkkj tt   sebuah matriks dengan formula :  
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Dalam teori matriks terdapat berbagai macam operasi matriks diantaranya yaitu perkalian matriks, 

determinan matriks, invers matriks, dan trace matriks. Dalam penelitian ini hanya dibahas mengenai trace 

matriks. Trace matriks adalah jumlah dari elemen-elemen diagonal utama dari matriks bujur sangkar yang 

ordonya nn  dan dinotasikan dengan  Atr . 

Pembahasan mengenai trace matriks telah banyak diteliti oleh beberapa peneliti sebelumnya. Pada 

tahun 2015, Pahade dan Manoj [8] membahas bentuk umum trace matriks orde 22  berpangkat 

bilangan bulat positif. Dalam makalah tersebut terdapat dua bentuk umum trace matriks berpangkat 

bilangan bulat positif. Pertama, bentuk umum trace matriks berpangkat bilangan bulat untuk n  genap, 

yaitu 
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Kedua, bentuk umum trace matriks berpangkat bilangan bulat untuk n  ganjil, yaitu 
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Kemudian, di tahun 2017, Pahade dan Manoj [9]  juga telah membahas mengenai trace matriks 

berpangkat bilangan bulat positif dari suatu matriks ketetanggaan. Di tahun yang sama, Fatonah dan Fitri 

[4] dalam penelitiannya membahas mengenai bentuk umum dari trace matriks yang dibentuk secara 

khusus dengan entri bilangan real dan bilangan kompleks berpangkat bilangan bulat positif untuk n  ganjil 

dan n  genap. Pada tahun 2018 pembahasan tentang trace matriks juga dibahas oleh Andesta dan Fitri [1] 

yaitu trace matriks berbentuk khusus 33  berpangkat bilangan bulat positif. Pada Tahun 2019, Aryani 

dan Nurul Husna [3] membahas trace matriks Toeplitz tridiagonal ordo 3 x 3 berpangkat bilangan bulat 

positif. Selanjutnya, dalam penelitian ini akan dibahas trace dari matriks Toeplitz pada Persamaan (1) 

yang berordo 3 x 3 berbentuk simetris dengan pangkat bilangan bulat positif dengan bentuk matriks 



















00

0

00

3

a

aa

a

A , dengan Ra .                              (2) 

 

 

Metode dan Bahan Penelitian 

 

Penelitian ini dilakukan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks pada Persamaan (2) 

berpangkat bilangan bulat positif. Penelitian ini dimulai dengan menentukan  bentuk umum matriks 

Toeplitz simetris 
n

A3  dan membuktikan bentuk umum 
n

A3  menggunakan induksi matematika. 

Selanjutnya, ditentukan bentuk umum  nAtr  dan membuktikannya dengan pembuktian langsung. Materi 

mengenai matriks Simetris dirujuk pada Makhoul [6], definisi mengenai perpangkatan matriks, teorema 

perpangkatan matriks, dan definisi trace matriks dirujuk pada Anton [2],  serta materi induksi matematika 

dirujuk pada Munir [7]. 
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Definisi 1. Matriks Toeplitz Simetris merupakan matriks toeplitz yang setiap entri diagonalnya sama, 

yang mana entri  [   ]  [   ] untuk setiap nji ,.....,2,1,  . 
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Definisi 2. Jika A  adalah matriks bujursangkar, maka definisi dari pangkat bilangan bulat tak negatif dari 

A  adalah  

 0,0  nAAAAIA

faktorn

n


  

selanjutnya, jika A  dapat dibalik, maka definisi dari pangkat bilangan bulat negatif dari A  adalah: 

  .AAAAA

faktorn

nn
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 1111  

 
Teorema 1. Jika A  adalah matriks bujursangkar dan r  dan s  adalah bilangan bulat -bilangan bulat, 

maka: 

  rssrsrsr AAAAA   ,
. 

Definisi 3. Jika A  adalah matriks bujursangkar maka trace dari A  yang dinyatakan sebagai  Atr , 

didefinisikan sebagai jumlah entri–entri pada diagonal utama A . Trace dari A  tidak dapat didefinisikan 

jika A  bukan matriks bujursangkar.  

Diberikan matriks A sebagai berikut: 
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maka tr(A) adalah: 
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Definisi 4. Prinsip induksi sederhana sebagai berikut : Misalkan  np  suatu pernyataan yang 

menyatakan bilangan bulat positif dan akan dibuktikan bahwa pernyataan  np  tersebut benar untuk 

semua bilangan positif n , maka untuk membuktikan pernyataan ini digunakan aturan sebagai berikut : 

1. Akan ditunjukkan  1p  benar, dan 

2. Jika  np  benar, maka  1np  juga benar untuk .1n  

                    Sehingga  np  benar untuk semua bilangan bulat positif n .  
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Langkah 1 dinamakan basis induksi, sedangkan langkah 2 dinamakan langkah induksi. Langkah induksi 

berisi asumsi (andaian) yang menyatakan bahwa  np  benar. Asumsi tersebut dinamakan hipotesis 

induksi. Bila sudah ditunjukkan kedua langkah tersebut benar maka sudah dibuktikan bahwa  np  benar 

untuk semua bilangan n . 

 

 

Hasil dan Pembahasan 

 

Pada bagian ini akan ditentukan bentuk umum trace dari matriks Toeplitz simetris bentuk khusus 

pada Persamaan (2) berpangkat bilangan bulat positif. Langkah pertama yaitu menentukan nilai 

perpangkatan matriks 
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dengan cara yang sama, maka didapatkan: 
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Selanjutnya bentuk umum matriks berpangkat 
n

A3  untuk n ganjil dan n genap dinyatakan dalam teorema 

berikut: 

Teorema 2.  Diberikan matriks Ra
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Bukti:  Pembuktian menggunakan induksi matematika sebagai berikut: 
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dengan melihat Persamaan (2), maka  1p  benar. 

2) Langkah Induksi: 

asumsikan untuk  kpkn ,  benar, yaitu: 
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dengan melihat Persamaan (3), maka  2kp  benar. 

Dari Langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti 
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Selanjutnya akan dibuktikan untuk n genap. 
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1) Basis Induksi: Untuk 2n  maka 
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2) Langkah Induksi: 
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















































































2222

22

2

2222

22

2

22

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2
33

2
3

202

020

202

0

020

0

202

020

202

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

kk

aa

a

aa

aa

a

aa

aa

a

aa

AAA

 

dengan melihat Persamaan (4), maka  2kp  benar. 

Dari Langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti 
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Berdasarkan pembuktian di atas, maka Teorema 2  terbukti.                    ■ 

 

 Berdasarkan Teorema 2, maka didapat bentuk umum trace matriks Toeplitz simetris bentuk khusus 

Persamaan (2) yang diberikan dalam Teorema berikut. 

 

Teorema 3.  Diberikan matriks 
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sehingga terbukti   ,03 nAtr untuk n ganjil. 

Selanjutnya akan dibuktikan   n
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sehingga terbukti   n

n

n aAtr
1

2
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

 , untuk n genap. Berdasarkan pembuktian di atas, maka Teorema 3 

terbukti.                                                                                              ■ 

 

 

Kesimpulan 

Dalam penelitian ini dapat disimpulkan bahwa : 

1. Bentuk umum dari matriks Toeplitz simetris bentuk khusus Persamaan (2) dengan entri bilangan real 

berpangkat bilangan bulat positif dengan n ganjil dan n genap yaitu: 
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2. Bentuk umum dari trace matriks Toeplitz simetris bentuk khusus Persamaan (2) dengan entri 

bilangan real berpangkat bilangan bulat positif dengan n ganjil dan n genap yaitu: 
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Untuk penelitian lebih lanjut, dapat dikembangkan trace dari matriks topelitz simetris secara umum.   
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