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ABSTRAK

Trace matriks adalah jumlah entri-entri pada diagonal utama dari matriks bujur sangkar dan dinotasikan
dengan tr(A). Penelitian-penelitian sebelumnya telah dibahas tentang bentuk umum trace matriks khusus
2 % 2 berpangkat bilangan bulat positif. Penelitian kali ini membahas tentang trace dari matriks Toeplitz
tridiagonal 3 x 3 berpangkat bilangan bulat positif. Tujuan penelitian untuk mendapatkan bentuk umum dari
(A3)™ dan tr(A;)™. Ada tiga tahap untuk mendapatkan bentuk umum dari (A;)™ dan tr(A;)™, yaitu pertama
menentukan bentuk (A3)? sampai (45)**, kedua menduga bentuk umum (4;)™ untuk n ganjil dan n genap,
ketiga membuktikan bentuk umum (A4;)™ dengan menggunakan metode induksi matematika dan tr(A4;)"
dengan pembuktian langsung. Diperoleh bentuk umum (A3)™ dan tr(A;)™ dari matriks Toeplitz tridiagonal
3 x 3 berpangkat bilangan bulat positif untuk n ganjil dan n genap. Aplikasinya akan diberikan dalam
bentuk contoh soal.

Kata Kunci : binomial, induksi matematika, matriks Toeplitz tridagonal, perkalian matriks, trace.

ABSTRACT

Trace matrix is the sum of entries on main diagonal of a square matrix and it denoted by tr(A4). In previous
research has been discussed about the general form the trace of special matrix 2 x 2 rank positive integer.
In this paper about the trace of tridiagonal Toeplitz matrix 3 x 3 rank positve integer. The purpose this final
project to obtain the general form of (45)™ and tr(A4;)™. There are three steps in determining (45)™ and
tr(A43)™, the first step is determining the form (43)? until (45)'*, the second supposing the general form
(A3)™ for odd and even n, the third proves the general form of (A3)™ by using matematical induction method
and tr(A;)™ with direct proof. The general form (4;)™ and tr(A4;)™ of tridiagonal Toeplitz matrix 3 x 3
rank positve integer for odd and even n. The application will be given in the form of sample questions.
Keywords : binomial, mathematical induction, tridiagonal Toeplitz matrix, matrix multiplication, trace.

Pendahuluan

Salah satu materi dasar dalam mempelajari ilmu matematika mengenai aljabar adalah
matriks. Dalam teori matriks terdapat berbagai macam bentuk matriks, salah satu diantaranya
adalah matriks Toeplitz. Matriks Toeplitz mempunyai struktur yang khusus, karena setiap entri
pada diagonal utama bernilai sama begitupun dengan entri pada subdiagonal yang bersesuaian
dengan diagonal utama juga bernilai sama. Ditinjau dari ukurannya, matriks ini merupakan jenis
matriks bujur sangkar karena memiliki ukuran n X n atau dengan kata lain jumlah baris dan
kolomnya sama.

Terdapat beberapa operasi pada matriks diantaranya perkalian matriks, penjumlahan matriks,
determinan, trace matriks dan lain sebagainya. Penelitian ini hanya membahas mengenai trace
matriks. Trace dari suatu matriks merupakan jumlah elemen pada diagonal utama dari matriks
bujur sangkar berukuran n x n.

Pembahasan mengenai trace telah banyak diteliti oleh peneliti sebelumnya. Diantaranya
pembahasan mengenai trace telah dibahas oleh Brezinski [4] dalam makalahnya yang berjudul
“Estimations of the Trace of Powers of Positive Self-Adjoint Operators by Extrapolation of the
Moments”. Menurut Brezinski [4], trace dari suatu matriks sering dibahas pada beberapa bidang
matematika, seperti analisis jaringan, teori bilangan, sistem dinamik, teori matriks dan persamaan
differensial.

Selanjutnya, menurut Pahade dan Jha [8] dalam makalahnya yang berjudul “Trace of Positif
Integer Power of Real 2 x 2 Matrices” yaitu membahas tentang rumusan umum trace dari matriks
2 x 2 berpangkat bilangan bulat positif. Pembahasan mengenai trace juga telah dibahas oleh
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Muhammad Solihin [2] dalam makalahnya berjudul “Trace Matriks Real Berpangkat Bilangan
Bulat Negatif’, yang membahas mengenai bentuk umum dari trace matriks real berpangkat
bilangan bulat negatif untuk n ganjil dan n genap dengan syarat bahwa det(A4) # 0. Kemudian
pada tahun yang sama Titik Fatonah [5] dalam makalahnya yang berjudul “Trace Matriks
Berbentuk Khusus 2 x 2 Berpangkat Bilangan Bulat Positif”, yang membahas mengenai bentuk
umum dari trace matriks yang dibentuk secara khusus dengan entri bilangan real dan bilangan
kompleks berpangkat bilangan bulat positif untuk n ganjil dan n genap. Pembahasan mengenai
trace juga telah dibahas oleh Yulianis [3] dalam makalahnya yang berjudul “Trace Matriks
Berbentuk Khusus 2 x 2 Berpangkat Bilangan Bulat Negatif”’, yang membahas mengenai bentuk
umum trace matriks yang dibentuk secara khusus dengan entri bilangan real dan bilangan
kompleks berpangkat bilangan bulat negatif untuk n ganjil dan n genap.

Berdasarkan latar belakang diatas maka penulis tertarik untuk membahas mengenai trace
matriks Toeplitz tridiagonal berukuran 3 x 3 yang berbentuk khusus dengan pangkat bilangan
bulat positif.

Metode dan Bahan Penelitian
Metodologi penelitian yang digunakan pada makalah ini adalah tinjauan pustaka. Terdapat
tiga langkah yang akan dilakukan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks toeplitz

tridiagonal 3 x 3 berpangkat bilangan bulat positif, sebagai berikut:

1. Diberikan matriks Toeplitz tridiagonal 3 x 3 yang berbentuk sebagai berikut:

a b 0

c a bl dengan b # 0,c # 0,Va,b,c € R. 1)
0 ¢ a

Menentukan matriks berpangkat dari (43)? sampai (43)!?,

Membuktikan bentuk umum (45)™ dengan menggunakan induksi matematika.

Membuktikan bentuk umum tr(A4;)™ dengan pembuktian langsung.

Mengaplikasikan bentuk umum tr(A45)™ dalam bentuk contoh soal.

A3=

aorwd

Ada beberapa bahan yang digunakan dalam penelitian ini yaitu sebagai berikut:

Definisi 1. [6] Matriks Toeplitz adalah matriks bujur sangkar berukuran n X n dengan T, =
[tk,j; k,j=01,..,n— 1] dimana ¢ty ; = t,_;. Bentuk umum dari matriks Toeplitz adalah sebagai
berikut:

tb oty t, .ot

t, t, t, .ty

T, = b t, t, . Ly
_t(n—l) t(n—Z) "' t1 t0

Definisi 2. [9] Salah satu jenis dari matriks Toeplitz adalah matriks Toeplitz tridiagonal berorde n,
yaitu:

a b 0 0 O

c a 0 0 O
T 0O c a b 0 Ofdenganb #0danc # 0, Va,b,c € R.

" 10 0 . 0

000 c ab

0 00 0 c a

Definisi 3. [7] Kombinasi r elemen dari n elemen adalah jumlah pemilihan yang tidak terurut r
elemen yang diambil dari n buah elemen. Secara umum rumus kombinasi adalah
Cn,r) = n

ri(n-r)!
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Definisi 4. [1] Jika A adalah matriks bujur sangkar, maka trace dari A (trace of A), yang dinyatakan
sebagai tr(A), didefinisikan sebagai jumlah entri-entri pada diagonal utama A. Trace dari A tidak
dapat didefinisikan jika A bukan matriks bujur sangkar.

Hasil dan Pembahasan

Pembahasan berikut merupakan proses mendapatkan bentuk umum trace matriks Toeplitz
tridiagonal 3 x 3 berpangkat bilangan bulat positif.
1. Menentukan matriks berpangkat dari (43)? sampai (45)'* pada Persamaan (1) diperoleh:

a2 +bc 2ab b2
2ac a’+2bc b
2

c 2ac

(43)? = )

a’+hc

3ab?
3a’b+2b’c
a® +3abc
4a’b +8ab’c
a* +12a’bc + 4b%c?
4a’c +8abc’®

[ a®+3abc  3aZb+2b’c
3a’c+2bc® a®+6abc
3ac? 3a’c+ 2bc?

(43)° = @)

[a* + 6a%bc + 2b2c?
4a’c + 8abc?
6a’c? + 2bc?

6a’b? +2bc
4a®b +8ab’c
a* +6a’bc + 2b*c?

(43)* = (4)

a® +10a’bc +10ab?c?
(A3)° = | 5a‘c + 20a%hc? + 4bc?
10ac? +10abc?®

10a*b? +10ab’c
5a‘b + 20a’b’c + 4b®c?
a® +10a°bc +10ab?c?

5a‘b + 20a’b’c + 4b3c?
a® +20a’bc + 20ab?c?
5a‘c +20a’bc? + 4b%c?

®)

[a® +15a%bc + 30a%b’c? + 4b%c?
6a’c + 40a°nc? + 24ab*c?
15a*c? + 30a’bc® + 4b%c*

(A3)6 =

2" +21a%hc+ 70a%°%? + 28ab’c?
7a’c+70a’he’ +84a’h’c’ +8b’c*
21a°c? +70a°hc’ + 28ab’c’

(A3)7 =

[a® + 28a°bc +140a*b?c?
+112a’b3c® +8b“c*

(A3)8 =

8a’c+112a°bc?

+ 224a°b?c?® + 64ab3c*

28a’c? +140a’*bc?
+112a’b?c* +8b3c®

6a’h + 40a’h?c + 24ab’c?
a® +30a‘bc + 60a*h’c’ + 8b3c?
6a°c + 40a%vc? + 24ab’c?

7a’h+70a’b%c +84a’h’c? +8b'c?
a’ +42a°hc +140a°h%c? + 56ab’c?
7a’c+70a’bc’ +84a’h’c’ +8bc*
8a’b +112a°b?c
+ 224a°b3c? + 64ab*c®

a® +56abc + 280a“*b?c?
+ 224a’b3c® +16b*c*

8a’c+112a°bc?
+ 224a°pb?c® + 64ab3c*

15a°b® +30a’b’c + 4b*c?
6a’h + 40a°b’c + 24ab’c’
a® +15a‘bc +30a’b?c’® + 4b%?
(6)
21a°h? +70a°h’c + 28ab‘c?
7a®h+70a’h’c +84a%h’c” +8b*c’
a’ +21a’hc+70a°h’c’ + 28ab’c’

@)

28a’b? +140a*bc
+112a’b*c? +8b°c®
8a’b +112a°b?%c
+ 224a°b3c? + 64ab“c?

a® + 28a’bc +140a*b?c?
+112a’b®c® +8b*c*

®)
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a’ +36a’bc + 252a°h?c?
+336a°b%c® + 72ab*c?

9
(43) 9a’c +168a°bc? +504a*b3c®

+288a’b3c* +16b“c®

36a’c? +252a°bc?
+336a°h%c* + 72ab%c®

[ + 45a%bc + 420a°b?c?
+840a*b’c® + 360a%’c” +16b%°

A 10 —
(43) 10a’°c + 240a’bc? +1008a°h?c?

+960a’0’c* +160ab‘c®
45a%? + 420a°bc® + 840a*b?c*
+360a%h’c’® +16h*c’

[ +55a%hc + 660a’b’c?

(At +1848a°h°c® +1320a°h*c” +176ab’c’
A 3 =
11a"% +330a°nc? +1848a°h%c?

+2640a°b’* +880a’b*c® + 32b°c’
55a°c? +660a’bc? +1848a°h%c*
+1320a%°c° +176ab*c’

9a%b +168a°b?%c + 504a*b3c?
+288a%h*c® +16b°c*
a’ + 72a’bc +504a°b?c?
+672a°b%c® +144ab*c*

9a®c +168a°bc? +504a*b?c?
+288a2b3c* +16b*c®
10a°h + 240a’h?c +1008a°h3c?
+960a’v’c® +160ab’c’
a'® +90a’hc + 840a°h?c?
+1680a*b’c® + 720a%b*c* + 32b°c®
10a’c + 240a’bc? +1008a°h?c?
+960a’0’c* +160ab‘c’
11a"%b + 330a%h’c +1848a°h’c?
+2640a%h*c’® +880a%b’c” + 32bc®

a'*+110a’hc +1320a"b%c?
+3696a°h%c® + 2640a’°h"c” + 352ab°c®

11a"% +330a°0c? +1848a°h%c?
+2640a’b’" +880a’h’c’ +32b°c°

36a’b? + 252a°hc
+336a°b*c? + 72ab°c?

9a°b +168a°b?c + 504a*b3c?
+288a’b*c® +16b°c*

a® +36a’bc + 252a°b?c?
+336a°h°c® + 72ab’c* |
©)
45a%h? + 420a°b’c + 840a*h*c’

+360a’b’c® +16b°c*

10a’h + 240a’h?c +1008a°h’c?
+960a’v’c® +160ab’c’

a'® + 45a°bc + 420a°h%c’
+840a*h°c® +360a’hc* +16b°c’ |
(10)
55a°h? +660a’b’c +1848a°h'c? |
+1320a%°c® +176ab’c*
11a"% + 330a’h’c +1848a°b’c’
+2640a%0"c® +880a’b’c* + 32b°c°
a' +55a’hc + 660a’b’c’
+1848a°0’c’ +1320a%"c’ +176ab’c’ |
(11)

Dengan melihat kembali Persamaan (2) sampai Persamaan (11), maka diperoleh bentuk umum perpangkatan
matriks (45)™ yang disajikan dalam Teorema 1 sebagai berikut:

a b 0
Teorema 1. Diberikan matriks Toeplitz tridiagonal dengan bentuk A; = | ¢ a ,
3
0 c a
b+0,c+0,Vab,c€R, maka
n &(n (L N2 AT -y & n F =201 re T HT N ot n-ar et ,n anjil
a +§[2r]2 a"b'c na b+;(2r+1]2a b"ic ;[2r]2 a" b ganj
~ ~ ~
nanflc_*_i n zraanlflbrCHl an+i n zranflrblcr nanflb_*_i n zran—Zlflelcr
=S\ 2r+1 S\2r S\ 2r+l
1 1 L=}
i n 2r—1an—2rbv—1cr~1 nanflc+i n 2rar\72771brcr~1 an+i n zr—lan—zrbrcr
2 m\2r+l =\ or
I n n ]
n_—
(A3) _< an+i n 2r—1an—2rbrcr i n 2r—1an—2r+1brcr—1 i n Zr—lan—ZrbrACr—l
=\2r “l2r-1 =\2r
n n n
5 Y Y ,ngena
i n 2r—1an—2r+1br—1cr aru_i n 2ran—2rbrcr i n Zr—lan—2r+1brcr—1 g p
=l2r-1 =\2r =\2r-1
n n n
i n 2r—1an—2rbr—1cr+1 i n 2r—1an—2r+1br—1cr an_l_i n 2r—1an—2rbrcr
=\2r =\2r-1 =\2r
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Bukti. Pembuktian ini menggunakan induksi matematika sebagai berikut:
Diberikan
[ ]2[ n 2r- lel r

[ JZ’a"‘Z’b’c’ na"b+

T
N

-1

=

-1

=

a'+

0
2|

N

TN

[Zn ]Zrlanzrbrcr na™h+
r

[ n er n 2r-; 1br r+l an+
r+

LD~ |
N

s L

=

)
RS

N

p(n): (A3)" =

na"lc+

MN\
1D A~|

D~

N

VAl

n
Zran—erlbrCHl an +
2r+l1

= r

|

N

H
>

DA~

=

DA~ |7

=

n
2r

D~ |

jzrlanhbrlcwl nan—lc+

= r=!

r=

untuk n ganjil,

1) Untuk p(1) maka
as 1.b 0 a b 0
p(1):(4)t=|1-c a 1.b|=|c a by,
0 1.c a 0 c a

dengan memperhatikan Persamaan (1) maka p(1) benar.
2) Asumsikan p(k) benar, artinya:

p(k): (A3)"

k-1 k-1 k-1
ak +§ k 2r—1ak—2rbrcr kakilb%—% k 2rak—2r—1br+lcr 27: k
=\2r =\2r+1 =\2r
_ k1 k1 k1
N kak 1c+i k Zrak—Zr—lbrCHl ak _I_i k 2r k- Zrbr r kak 1b+i
\2r+l T\ 2r =i
k-1 k-1 k-1

a‘+y

2
1 r

a C_I_Z[ ]ZraerlbrCHl
maka akan dibuktikan p(k + 2) juga benar yaitu:
p(k + 2): (A3)*+?

k+1

a-k+2 + Z

r=1

ol

=1

2r—1ak—2rbr—lcr+1
2r

k+1

)

i

k+1

k+2 & k+2
2r—lak—2r+2brcr (k + Z)ak+1b+z Zrak—2r+1br+1cr
2r =\2r+l

=1

k+1 k+1 ksl
- & k+2 &(k+2
(I(+2)ak+1c+z[2r+1j2r e am+2[ 2 ]Zrak_mbrcr (k+2)a"b+3,
k+1 i r:lﬂ r=1
k+2 2 k+2
Z( jzrlakZHZbrlCHl (k+2)ak+lc+z[2r jzr k 2r+1br r+l k+2 z[ )zrlakZHZbrCr
r= a\2r+l

Pembuktian di mulai dari:
(A3)k+2 = (A3)k ' (A3)2

n jzrlaanbr+lcrl

n
2r an—Zr—lelCr
2r+l1
n
[ erlaHZrbrCr
2r

jzrlaerleCrl

k zrak—Zr—lelCr
2r+1
[k
[ jzrlakzrbrcr
=\ 2r

k+2
2r

]Zrlak2r+2br+lcr1

< k+2 2rak—2r+1br+1cr
2r+1

,untuk k ganjil

(12)
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B = -1 k-1

k-1
2 (kK < 2 (K
2“"2[ )Zr—lak—2r+2brcr 2ak+1b+z[ jz ak 2r+1br+1 akb2+2[ er—lak—zrbr+zcr
=\ 2r =\ 2r =\ 2r
k-1 k-1 k-1
2 ((k k k
+akbC+Z 2r—1ak—2rbr+1cr+1 +kak+1b+z 2 ak—2r+1br+lcr +2ka b2 +Z 2r+lak—2rbr+zcr
—\2r —\2r+1 2r +1
k-1 k-1 k-1
k k 2 (kK
+2ka bC—l— 2r+1ak—2rbr+lcr+l +2kak 1b C+ 2r+1ak—2r—lbr+zcr+l + 2r—1ak—2r+2br+lc —
> (ara) lara > o

k—1 k—1

k—1
+ZZ: k 2r—lak—2rbr+1cr+1 +i k Zrak—2r+1br+lcr +ZZ: k 2r—1ak—2rbr+2C
r=1 2r r=1 2r r=1 2r

k—1 k-1 k—:
< k k <
kak+1c+ 2rak—2r+1brcr+l 2ka bC+ 2r+1ak—2rbr+1cr+1 kak—lbzc 2 ak 2r— 1br+2 r+1
3 ara) 2 (area z
k—1
< k 7 k k
_'_kak—lbcz +Z 2r ak—2r—1b r+1c r+2 +ak+2 +Z 2rak—2r+2brcr +2ak+1b+ 2r+1 k— 2r+1br+1
—~'\2r+1 —~'\ 2r 2r
2. (k 2 ((k 2
+2ak+lc+z 2r+1ak—2r+1brcr+l +2akbc+z 2r+1ak—2rbr+lcr+l +kak+lb+z 2r ak—2r+1br+lC
~'\ 2r == 2r ~ r+1
k-1 k-1 k-1
2 k k k
+ kak—lbcz + z 2r ak—2r—lb r+1cr+2 + 2ka bc+ Z 2r+lak—2rbr+lcr+l + kak lb C+ Z 2r ak—Zr—lb r+2cr+1
2r +1 2r +1 2r +1
(=1 [
2 (kK 2. (k
2[2 ]Zr—lak—2r+2br—lcr+l 2[2 ]Zrak—2r+lbrcr+1+2kak—1b02 [ ]Zr—lak—zrbr+lcr+l+2kakbc
=\ <l =A
k—1

k—1

<2.( k 2. k
+Z 2r—1ak—2rbrcr+2 +kak+1c+z 2rak—2r+1brcr+l Z r+1 k 2rbr+lcr+1
=\ 2r = \2r+1 2r +
[ jzr—l k— 2r+2brcr
2r
2r—lak—2rbr+lcr+l
2r

k—1 k-1

k k

2
+2ka C + 2r+lak—2rbrcr+2 + 2r+1ak—2r—lbr+lcr+2
Z“(Zr +1] ,z:;‘ 2r +1

k—1

‘.Mr HML

k—1
2 (k

+akCZ +Z[2rj2r—lak—2rbrcr+2 C+Z[2r] k 2r+1b Cr+l +akbc
r=1
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K—1
[k
a.k+2 +Z 2r—1ak—2r+2brcr
=\ 2r
K+l
_'_Zz: k 2r—1ak—2r+2brcr
—\2r -2

k+1
+ zi[ k jz r—lak—2r+2brcr
—\2r -1

k-1

< Kk
(k + 2)aI<+lc + z( 1J2r ak—2r+1br
r=1

2r +
kil

2 k
= + 2 : 2r ak—2r+1brcr+1
(Zr —1]

r=1

k-1
+ 222: k 2r ak—2r+1brcr+1
r=1 2r

k-1
2

Z k 2r—1ak—2r+2br—lc r+1
2r

k+1
2T k 2r—1 k—2r+2br—l r+l
N Z 2r -1 a ¢

1

( k
+ 2r—1ak—2r+2br—1c r+1
Z“[Zr — 2)

Januari 2019

c r+l

k-1

(kK
k +2 ak+1b+ 2rak—2r+1br+1cr
( ) ;[Zr +1j

k+1

(kK
+ 2rak—2r+1br+1cr
;(Zr—lj
k-1
_'_zi k 2rak—2r+1br+lcr
=\ 2r
k-1
<k
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k+1 k+1 k+1
& (k+2 &(k+2 & (k+2
ak+2+ 2r—1ak—2r+2brcr k+2 ak+1b+ Zrak—2r+1br+1cr 2r—1ak—2r+2br+lcr—1
;[ 2r j (k+2) ; 2r+1 ; 2r
2,(k+ 2,(k+2 2,(k+2
— k+2 ak+lc+ 2r k- 2r+1br r+l ak+2 + 2rak—2r+2brcr k+2 ak+1b_|_ zrak—2r+1br+lcr
(k+2) ;(ZHJ ; 2r (k+2) ; 2r+1

! kil kil
2

& (k+2 & k+2 k+2
Z[ jzr—lak—ZHZbr—lCHl (k + Z)ak+1c+z(2r erak_ZHlbrCHl ak+2 + Z[ 2r jzr—lak—ZHZbrcr
+

r=1 2r r=1 r=1

Dengan memperhatikan Persamaan (12) maka p(k + 2) benar. Karena langkah (1) dan (2) sudah
diperlihatkan benar, maka terbukti untuk n ganjil.Selanjutnya dengan cara yang sama diperoleh
(A3)™ untuk n genap. m

Berdasarkan Teorema 1 maka diperoleh trace matriks Toeplitz tridiagonal berpangkat
bilangan bulat positif, yang disajikan pada Teorema 2 sebagai berikut.
a b
Teorema 2. Diberikan matriks Toeplitz tridiagonal dengan bentuk 4; = | = & &1,
0 ¢ a

b=0, c+ﬂ‘9’a,b cE]FK maka

3q” +4Z( 271gn=2rp7er  yntuk n ganjil
tr{dz)" =+

z
-

3r.1 +4Z( 2r1g™""p"c™  ,untuk n genap

Bukti. Akan dlbuktlkan untuk n ganjil sebagai berikut:
Berdasarkan Teorema 1 maka didapat bentuk umum tr{4;)™ untuk n bilangan ganjil yaitu:

n- mn—1
W(Aa}” = (ﬂn + Eril{;r}zr—lﬂn—ﬂrbrcr)_l_ (ﬂn + Erﬂél{;r}zrﬂn—ﬂrbrcr) +
-1
(an + Eril{;‘}zr—lﬂn—z:ﬂbrcr

= 3g" + 42%{” }2?‘—1 n—!rbr r
Maka terbukti tr{43)™ = 3a™ +4Er 1'[ )2 1@ "2 b7 e, untuk n ganjil.

Akan dibuktikan tr(43)" = 3a™ + 4—25 _,(32)2r"1a™ b7 c", untuk n genap sebagai berikut:
Berdasarkan Teorema 1 maka didapat bentuk umum tr{45)™ untuk n bilangan genap yaitu:

T 7
(4 = (an + 32 (1) tam b ) + (@ + B2, (2) 2@ 2o ) +

n
(an + Eizi{;r}zr—lﬂn—z:"b rcr)

[
=3an +4%2_,(2 )2 am e
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i
Maka terbukti tr(43)" = 3a™ +4 32_,( 1 )27"1a" 2" b"c", untuk n genap.
Berdasarkan pembuktian tersebut, maka Teorema 2 terbukti. [ |

Untuk mengaplikasikan bentuk umum #r{45)™ untuk n ganjil dan n genap diberikan contoh
yang berhubungan dengan Teorema 1 dan Teorema 2 sebagai berikut:

1 -2 0
Contoh 1. Diberikan matriks 43 = % 1 —2|. Hitunglah (43)** menggunakan Teorema 1

0%1

dan £r(43)** dengan menggunakan Teorema 2.
Penyelesaian:
Menurut Teorema 1 diperoleh untuk n genap, maka

'+ 1‘@"(‘3(9 TGy 15'2"(1}“(‘3’4( AR
oy 4, ey §

ﬂt}_,"

(43)12 = ﬁ} l]f Saridy a)+ﬂ }@n(m%y ﬁ}_}f e
g@. 0= gy Z[} ﬂ,ﬂlﬁ“’( iy o +z?, lf RO R m;g

(165 920 —63%6

(45)2=|-230 329 920

| —41 230 163

Menurut Teorema 2 diperoleh

tr(A5)1 = 3212 + 4_,2 ,[L:}Er 112-2rprer

=3+ 4{—66 + 990 — 3696 + 3960 — 1056 + 32}

=3+ 656
= 659

4 |. Hitunglah tr(4;)1* dan tr(43)*® dengan
0

Contoh 2. Diberikan matriks 45 =

= b O
[ =

menggunakan Teorema 2.
Penyelesaian:
Menurut Teorema 2 diperoleh:

W(AE}H = 314 ¢ 4EE=1{;:}2r—1ﬂ14—2rbrcr
=0+40+0+0+0+0+0+ 134217728}

= 536870912
dan

tr(A5)15 = 3al% + 42521{35}?—1&5—:%?«6:«
=3(0)%° +4{(77)20.013. 41,21 + (77)21.011.42.22 + (77)22.0%.4%. 2% +
(5)23.07.4%. 2% + (10)2.05.45. 25 + (13)2°.0%.45. 28 + (13)25.01.47.27}

=10
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Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan sebelumnya, dengan menggunakan matriks Toeplitz tridiagonal 3 = 3
yang berbentuk sebagai berikut:

a b 0
As3=|c a b|denganb=0,c=0,¥a, b ceR.
0 ¢ a

maka diperoleh:

T =1 -1 =1 |

S A T 2 m] N =y
n R TS T R -~ B T |
d L-Jkl'.ril f- . 1 ‘L_:Jk}_lil F-) ¢ ‘L_:th} a (- |, ganjil
| . Er . I CE ey o
.rm' a—ﬂ _1| S o _g-‘_ |"' "B m:"'b—gk}_ﬂl"a - .
{—-I " - .._;.b._; el P‘MI’-: _;.l/ K -\.I-f' -...;-_:E el 1 ;.'K""-p-: u-.;~b~ 1
| )| }F 2 623, o a3, e |
a. {Ag]ﬂ =5 T = = 7
3 - rﬂ\. =L mdrar - a7 i N -t r"ﬂ pdr il 1
‘2+E|.1,._F' dH H}_IF‘G ZI'\_ P"a e
{ .7 gena
5 3 .-‘ T genap
Pra e d+ .:z“"’c-w: .:;.-*“f-b'a:ﬁ-
Zl} 1f Elk ) ?@r 1f |
E.-‘H- - ::"'n"' 3 .
E'. R e E'. R e e .::*+21 a b |
) 1) )
|| e T ) |
3a" +=1-E I[ }7r"'a“':rbr ", untuk n ganjil
b. trlid;)" ={ o=t
r—1 i’!—...i’ L
3a™ + =1-Er 1.{ )2 b e™  ,untuk n genap
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