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ABSTRAK

Trace matriks merupakan jumlah dari elemen-elemen diagonal utama dari matriks bujur sangkar.
Makalah ini membahas trace dari matriks yang berbentuk khusus 2x2 berpangkat bilangan bulat negatif.
Mendapatkan trace dari matriks berbentuk khusus 2x2 berpangkat bilangan bulat negatif maka matriks
harus memiliki invers Terdapat dua langkah dalam pembentukan bentuk umum trace matriks tersebut.
Pertama, menentukan bentuk umum matriks berpangkat (A™") dari matriks khusus 2x2 tersebut, dan

membuktikan bentuk umum (A™") menggunakan induksi matematika. Kedua, menentukan bentuk umum
tr (A™™) dan membuktikannya dengan pembuktian langsung. Didapatkan bentuk umum trace matriks
berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat negatif ukuran 2x2 untuk n ganjil dan n genap.

Kata kunci: Induksi matematika, invers matriks, pemangkatan matriks, perkalian matriks, trace.

ABSTRACT

Trace matrix is the sum of the main diagonal elements of a square matrix. In this paper, we discuss the
trace of negative integer power of 2x2special matrix. To get the trace of negative integer power of 2x2
special matrix is matrix must has an inverse. There are two steps in forming the general shape of the
trace matrix. First, determine the general form of (A™") from special matrices 2x2 and prove it using

mathematical induction. Second, determine the general formr tr (A™™) and prove it by direct proof.
The results obtained a general shape of trace of negative integer power of 2x2 special matrices for n

odd and n even.
Keywords : Inverse of matrix, mathematical induction , matrix multiplication, power of matriks , trace.
Pendahuluan

Matriks mempunyai peranan yang sangat penting dalam ilmu matematika. Pentingnya matriks
dapat dilihat dengan begitu banyaknya penggunaan matriks dalam berbagai persoalan, seperti dalam
bidang aljabar, statistik, dan lain sebagainya. Matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-
bilangan, bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks. Hal tersebut
diberikan di Anton[1].

Banyak hal yang dapat dilakukan pada sebuah matriks. Diantaranya perkalian matriks, mencari
determinan matriks, menentukan invers matriks, trace matriks, dan lain sebagainya. Misalkan A = [ai,-]
adalah matriks bujur sangkar, maka trace matriks A adalah jumlah dari elemen-elemen diagonal utama
dari matriks A dan dinotasikan dengan tr(A) yang telah dipaparkan oleh Gentle [6] . Menghitung trace

dari suatu matriks tidaklah begitu susah, namun apabila matriks tersebut adalah matriks yang berpangkat
, maka untuk menghitung tracenya harus dipangkatkan terlebih dahulu sebanyak n. Sehingga untuk
menghitung trace matriks berpangkat cukup rumit. Artinya, hal ini cukup menarik untuk diteliti
bagaimana menemukan formula untuk menghitung trace matriks berpangkat tanpa menghitung
perpangkatan matriks.

Penghitungan trace matriks berpangkat telah banyak menjadi perhatian. Datta et.al [5], telah
mendapatkan algoritma penghitungan trace matriks berpangkat Tr (A*), dengan k adalah bilangan bulat
dan A adalah matriks Hassenberg dengan unit codiagonal. Chu. Mt [4] membahas mengenai kalkulasi
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simbolik pada trace matriks tridiagonal yang berpangkat. Pembahasan trace juga terdapat pada beberapa
aplikasi dalam teori matriks dan aljabar linier numerik. Sebagai contoh didalam penentuan nilai eigen
suatu matriks simetris, prosedur dasar dalam mengestimasi trace (A™) dan (A™™) dengan n adalah
bilangan bulat oleh Pan. [10]. Menurut Zarelua [12] pada teori bilangan dan kombinatorik, trace matriks
berpangkat bilangan bulat berhubungan dengan kekongruenan Euler, yaitu:

Tr(AP") = Tr(A""") mod (p")

untuk semua matriks A bilangan bulat, p adalah bilangan prima dan r bilangan bulat. Makalah tersebut
juga membahas mengenai invarian pada sistem dinamik yang digambarkan sebagai bentuk trace matriks
berpangkat bilangan bulat. Contoh yang diberikan pada makalah tersebut adalah bilangan Lefschetz. Pada
bidang analisis jaringan tepatnya pada triangle counting in a graph, menurut Avron [3] ketika
menganalisa suatu jaringan yang kompleks, masalah terpenting yaitu menghitung bilangan total segitiga
pada graph sederhana terhubung. Bilangan tersebut sama dengan Tr(43)/6, dengan A adalah matriks
ketetanggaan pada graph.

Pembahasan mengenai trace matriks berpangkat juga telah dibahas oleh Pahade [9] dalam
makalahnya “Trace of positive integer power of real matrices”. Makalah tersebut mendapatkan bentuk

umum trace matriks orde 2X2 berpangkat bilangan bulat positif. Dalam makalah tersebut terdapat dua
bentuk umum trace matriks berpangkat. Pertama, bentuk umum trace matriks berpangkat untuk n genap,
yaitu:

2 I‘

tr(A") :Z

r=0

nn—(r+1][n—(r+2)][n—(r+(r-1)Jdet(A)" tr(A))"> (@

Kedua, bentuk umum trace matriks berpangkat untuk n ganjil, yaitu:

n-1/2 r

tr(A") = Z

r=0

Soln - (4]0 (4 2=+ (- D)) () (@

Aryani [2] membahas mengenai trace matriks orde 2x2 berpangkat bilangan bulat negatif. Dalam
makalah tersebut terdapat dua bentuk umum trace matriks berpangkat. Pertama, bentuk umum trace
matriks berpangkat untuk n genap, yaitu:

z r

z nln—(r+D][n = (r +2)]--[n = (r+ (r ~1) (et ()" (tr (A)"*

tr(A™") = r det(A) ©)

Kedua, bentuk umum trace matriks berpangkat untuk n ganjil, yaitu:

S )] (2] [+ ()t () (r (A

-ny _ r=0 r
tr(A™") = @A) 4

Berdasarkan latar belakang tersebut maka makalah ini membahas mengenai trace matriks
berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat negatif, dengan bentuk matriksnya adalah:

A= [2 g],Va,b e R ©)

Tujuan penelitian ini adalah mendapatkan bentuk umum tr (A™") dengan A adalah matriks khusus seperti
Persamaan (5). Diharapkan dengan bentuk umum tersebut tidak perlu lagi proses yang panjang untuk
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menentukan tr (A™™), cukup dengan mensubstitusi entri — entri matriks kedalam bentuk umum tr (A™")
tersebut.

Metode Penelitian

Metodologi penelitian yang digunakan pada makalah ini adalah tinjauan pustaka. Terdapat dua
langkah secara umum yang akan dilakukan untuk mendapatkan bentuk umum trace matriks khusus 2 x 2
berpangkat bilanagn negatif. Pertama, menentukan bentuk umum A~" dengan dugaan yang dilakukan
dari A~! sampai dengan A~'2. Serta membuktikannya dengan menggunakan induksi matematika. Kedua,
menentukan tr( A™") dari bentuk umum (A4~™), dan membuktikan dengan pembuktian langsung.

Adapun beberapa bahan yang digunakan dalam penelitian ini yaitu sebagai berikut:

1 Perkalian Matriks
Definisi 1.Misalkan A adalah matriks MxK dan B adalah matriks K xn. Perkalian A dan B,
dinotasikan AB adalah matriks mMxnN dengan entri ke-(i, J) sama dengan jumlah perkalian dari

elemen yang bersesuain dari baris ke-1 dari A dan kolom ke- J dari B . Dengan kata lain, jika AB =
[c;;], maka

Cij =auby; +a;,b,; +---+a,hy

Teorema 1. Jika A, B dan C adalah matriks dan C adalah skalar, maka sifat berikut ini benar.

a) (AB)C = A(BC), (hukum asosiatif pada perkalian matriks)
b) AB+C)=AB+AC, (hukum distributif kiri )
o (A+B)C=AC+BC, (hukum distributif kanan)

d) c(AB)=(cA)B=A(cB),

Definisi 2. Jika A adalah matriks bujursangkar, maka dapat didefinisikan pangkat-pangkat bilangan
bulat tak negatif A menjadi.

A =1, A"=AA...A (n>0)
%f_/
n faktor

Akan tetapi, jika A dapat dibalik, maka dapat didefinisikan pangkat bilangan bulat negatif menjadi

A=A =A4"14"1 AL
n faktor
Teorema 2. Jika A adalah matriks bujursangkar dan I serta S adalah bilangan bulat, maka berlaku:

3) ATAS = AT
o) (A) =A™,

2. Invers dan Trace Matriks
Definisi 3. Matriks bujur sangkar A,,,,, mempunyai invers jika ada matriks B sehingga berlaku hubungan

AB = BA = |, matriks B disebut sebagai invers dari matriks A4 atau sebaliknya.
a1
det(A)

adj(A)

IKa aKa ( ) engan Syara
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Definisi 4. Misalkan A =[a; ] suatu matriks persegi berukuran Nxn, maka trace dari matriks A

didefinisikan sebagai jumlah dari elemen diagonal matriks A dan dinotasikan dengan tr(A). Dinyatakan
bahwa trace matriks A adalah:

tI’(A) = |Z:1: Qi

3. Induksi Matematika

Prinsip induksi sederhana berbunyi sebagai berikut: Misalkan p(n) menyatakan suatu pernyataan
bilangan bulat positif dan akan dibuktikan bahwa pernyataan p(n) tersebut benar untuk semua bilangan
positif N maka untuk membuktikan pernyataan ini digunakan aturan sebagai berikut:
1. p(l) benar, dan

2. Jika p(n) benar, maka p(n +1) juga benar untuk setiap N >1.

Sehingga p(n) benar untuk semua bilangan bulat positif n.
Langkah 1 dinamakan basis induksi, sedangkan langkah 2 dinamakan langkah induksi. Langkah

induksi berisi asumsi (andaian) yang menyatakan bahwa p(n) benar. Asumsi tersebut dinamakan
hipotesis induksi. Bila kita sudah menunjukkan kedua langkah tersebut benar maka kita sudah
membuktikan bahwa p(n) benar untuk semua bilangan bulat positif n.

Hasil dan Pembahasan

Berdasarkan metodologi penelitian, maka pada bagian ini dibagi dua. Bagian pertama adalah
bentuk umum perpangkatan matriks dan bagian keda adalah bentuk umum trace dari matriks berpangkat.
1. Bentuk Umum Perpangkatan Matriks
Berikut dipaparkan proses mendapatkan bentuk umum matriks berpangkat (A™™) . Apabila A =

[2 g],Va,b € R, maka dengan aturan perpangkatan matriks yang sesuai dengan Definisi 2 dan
Definisi 3, maka diperoleh :

a 1
o — 0 =
a_ 1 |0 —aj ab | _ b
det(A)|-b © b 1,
ab a
(1, o L
-2 _ | ab -3 _ ab?
AT, L S I T
i ab La’b
- ) .
A4 = (ab)? A5 = a’b®
0 1 L 0
(ab)? L a’b?
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1 i 0 1 ]
A6 — (ab)® A7 = a’b*
0 ! 1 0
] (ab)? PUE ]
-y ) L
0 0
A8 — (ab)* A9 = a'b®
1 1
i 0 (ab)* L a’b* 0 ]
- B} ) E
0 0
A~10 — (ab)s A1 = asb6
0 1 1
i (ab)® | La’h® ]
- B}
0
A-12 — (ab)°
0 1
i (ab)® |

Berdasarkan hasil perpangkatan matriks tersebut, dapat dilihat bahwasannya dapat diduga bentuk
umum perpangkatan matriks ada dua bentuk, untuk perpangkatan ganjil dan perpangkatan genap. Bentuk
umum tersebut disajikan dalam teorema dibawah ini.

Teorema 3. Diberikan matriks dengan bentuk A = [2 g] VY a,b € R, dengan A mempunyai invers,
maka:

1
O n-1 n+l
azb?
1
n+l n-l 0 ,untuk n ganjil
2 2
A JLa b1 o
- 0
(ab)E ,untuk n genap
0 ! -
(ab)? |

Bukti: Pembuktian menggunakan induksi matematika untuk N ganjil sebagai berikut:
Misalkan

) LT
0 [
R N
n+l n-1 O
azb? |

1) Akan ditunjukkan untuk N = l’ maka p(l) benar, yaitu:
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p@): At =

b L1
azb?

a'b’

[ N )

dengan memperhatikan bentuk A~ di atas, maka p(l) benar.

2)  Asumsikanuntuk N =K p(k) benar, yaitu:

p(k): A™* =

untuk K ganjil. Maka akan dibuktikan untuk N =K + 2, p(k + 2) juga benar, yaitu:

A-k+2) _

Pembuktian dimulai dar

1

azb?

o

1

k+3  k+1

a?b2?

Af(k+2) — Afk A72

0

1

kot L
azh?

s
2

1
[
2 2

azb
0

L
kil k3
atbh?
0
L
e || L
abz? ||ab
0

ab

0

1

k+3  k+1

azb?

Oleh karena langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti

— 1 -
0 n-Ln+
-n _ a2b2
AT = 1
n+l n-1 O
a?b? |

Misalkan

o Tk

, untuk N ganjil. Selanjutnya akan dibuktikan untuk N genap.

110



Jurnal Sains Matematika dan Statistika, VVol. 4, No. 2, Juli 2018
ISSN 1693-2390 print/ISSN 2407-0939 online

1 0
2
pln): A" | @
0 n
(ab)? |
1) Akan ditunjukkan untuk N =2 maka p(2) benar, yaitu:
1 _
z 0 1
5 —
p(Z): A? = (ab) 1 ab 1 |+ dengan memperhatikan bentuk A di atas,
0 il
2 ab
I (ab)® |
maka P(2)benar.
2)  Asumsikanuntuk N =K p(k) benar, yaitu:
g _
A 0
2
pli): A% =| @
0 k
i (ab)? |
dengan K genap. Maka akan dibuktikan untuk N =K + 2, p(k + 2)juga benar, yaitu:
F _
k+2 0
Ak _| (ab) 2
1
0 k+2
i (ab) 2
Pembuktian dimulai dari
Ak _ (A—k Afz)
| ] ! -
K 0 1 k+2 0
_| (ab)? ab _| (@b) ?
0 ! - 0 i 0 !
X ab k+2
| (ab)? | | (ab) 2 |
Oleh kar_ena langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti
1 : 0 |
2
A" = (ab) 1 unuk N genap. Berdasarkan pembuktian tersebut, maka Teorema 3
0 n
i (ab)? |
terbukti. u
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2. Trace Matriks Khusus Berpangkat Bilangan Bulat Negatif

Setelah didapat bentuk umum matriks berpangkat yang dipaparkaan pada Teorema 3, maka didapat
bentuk umum tr (A™™). Bentuk umum tr({4~™) dinyatakan dalam Teorema 4 sebagai berikut:

Teorema 4. Diberikan matriks dengan bentuk = [g 3] V¥ a,b € R, dengan A mempunyai invers,
maka

0 Juntuk n ganjil
tr(4™) = 2
(—1)=(det (4))=

,untuk n genap

Bukti: Pembuktian teorema di atas menggunakan pembuktian langsung.
Berdasarkan Teorema 3 maka diperoleh bentuk umum £r{4 ™) untuk n ganjil yaitu:

1
0 n-1 n+l
tr(A—") =tr 1 a’b? |_pio=o0
n+tl n-1 0
la2b? ]

1
0
E
tr(am) = tr| (3207 1
l:l R
I (ab)?
1 1
= it =
{ab)z (ab)=
2
= n
(ﬂb} ]
Berdasarkan pembuktian tersebut, maka Teorema 4 terbukti. [ |

Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan diatas, diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1. Diberikan matriks 4 = [g

A™" untuk 7 ganjil dan 72 genap diperoleh:

g], % a,b € IR dengan A4 mempunyai invers, maka Bentuk umum

112



Jurnal Sains Matematika dan Statistika, VVol. 4, No. 2, Juli 2018
ISSN 1693-2390 print/ISSN 2407-0939 online

1
0 n1on+d
2 2
1 a’h , untuk n ganjil
n+ond 0
an_Jlazb? o
- 1
- 0
(ab)?
1 , untuk n genap
O n
(ab)? |
2. Bentuk umum trace matriks berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat negatif diperoleh:
0 Juntuk n ganjil
—ny 2
tr(A™) = n = ,untuk n genap
(—1)=(det(4))=
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