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ABSTRAK

Penelitian ini membahas pembentukan kendali Nash dan analisa kestabilan pada permainan dinamis non-
kooperatif kasus scalar untuk N pemain. Proses yang dilakukan dengan dibentuk terlebih dahulu persamaan
permainan dinamis N pemain dengan pemberian factor diskon. Kemudian, dibentuk persamaan Hamilton dan
persamaan aljabar Riccati. Persamaan aljabar Riccati dianalisa eksistensi masing-masing solusinya.
Selanjutnya solusi persamaan aljabar Riccati digunakan untuk membentuk kendali Nash. Kendali Nash yang
diperoleh disubstitusikan kepersamaan dinamis permainan dan dianalisa kestabilan persamaan dinamis
permainan. Berdasarkan pembahasan diperoleh eksistensi solusi persamaan aljabar Riccati sehingga terdapat
kendali Nash. Kemudian terdapat kendali Nash yang menstabilkan persamaan dinamis permainan.

Kata Kunci: Eksistensi, Kestabilan, Kendali, Nash, Non-kooperatif

ABSTRACT

This research discussed making of the Nash control and analysis of stability on dynamic game non-
cooperative scalar case for N players with a discount factor. The process has first created the equation of
dynamic game for N players with a discount factor. Then, the Hamilton equation and the algebraic Riccati
equation is created. The algebraic Riccati equation analyzed the existence for each solution. Moreover, the
solution of the algebraic Riccati equation used to create Nash control. The Nash control substituted to the
equation dynamic game and analyzed the stability of the equation dynamic game. Based on the discussion
acquired existence the solution of the algebraic Riccati equation then there is the Nash control. Finally, there
is the Nash control that stabilizes the equation dynamic game.
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Pendahuluan

Persoalan menentukan kendali Nash, telah dijelaskan oleh beberapa ahli diantaranya diberikan oleh Tamer Basar
(1999), Weeren (1999) dan Jacob Engwerda (2000) yang telah menjelaskan tentang eksistensi kendali Nash untuk
persoalan permainan dinamis non-kooperatif dengan waktu takhingga kasus non skalar. Penelitian lain oleh Michael R.
Caputo (2013) yang dalam jurnalnya membahas mengenai kendali Nash pada persoalan permainan dinamis untuk waktu
tak berhingga dengan penambahan factor diskon yang berfungsi eksponensial. Sementara itu penelitian yang dilakukan
oleh Fabio S. Priuli (2015) telah membahas mengenai kendali Nash untuk waktu tak berhingga pada permainan linier
kuadratik dengan penambahan factor diskon dengan menggunakan matriks Hamiltonian.

Berdasarkan, uraian tersebut dapat diperoleh bahwa penelitian mengenai kendali Nash pada permainan dinamis
non-kooperatif telah dilakukan untuk waktu tak berhingga oleh Jacob Engwerda dan Weeren, namun dua peneliti
tersebut tidak member penambahan factor diskon pada fungsi dinamis atau pada fungsi tujuannya. Sementara penelitian
yang dilakukan oleh Philippe Michel, Michael R. Caputo dan Fabio S. Priuli telah membahas mengenai kendali Nash
pada persoalan permainan dengan penambahan factor diskon pada sistem dinamisnya, namun persoalan permainan yang
dibahas tidak berbentuk permainan dinamis non-kooperatif untuk kasus skalar.

Berdasarkan uraian tersebut, maka dalam penelitian ini yang akan dibahas mengenai mencari eksistensi kendali
Nash pada permainan dinamis linier kuadratik non-kooperatif kontinu untuk kasus scalar waktu tak berhingga dengan
factor diskon dan analisa kestabilan dari permainan dinamis linier kuadratik non-kooperatif kontinu untuk kasus scalar
waktu tak berhingga dengan factor diskon.
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MetodePenelitian

Metodologi yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literature dengan mengumpulkan
berbagai informasi terhadap materi-materi yang berkaitan dengan penelitian yang diperoleh dari beberapa
buku dan artikel, diantaranya :

Kestabilan

Sebelum pembahasan kestabilan perlu didefinisikan titik ekuilibrium, sebagai berikut.
Definisi 1.Diberikan persamaan diferensial orde satu yaitu x = f(x)dengan nilai awalx(0) = x,, sebuah
vektor X yang memenuhi f(x) = 0 disebut titik ekuilibrium.
Definisi titik ekuilibrium, digunakan untuk memberikan definisi kestabilan sebagai berikut.
Definisi 2. Titik ekuilibriumxdikatakan stabil jika Ve > 0,36 > 0 sehingga ||x, — x|| < § maka ||x(t, x,) —
x<g untuk semua z=0. Titik ekuilibrium .r dikatakan stabil asimtotik jika .x merupakan titik stabil dan 74>0
sehingga lim,_|[x(t, xo) — X|| = 0 memenuhi ||x, — x|| < 5.

Kendali Optimal Waktu Kontinu

Pada bagian ini dibahas masalah umum kendali optimal waktu kontinu untuk sistem dinamis time-vary.
Diberikan persamaan diferensial dinamis yaitu,
x(t) = f(x(8),u(0),t) 1)
Dengan x(t) adalah vektor state internal dan u(t) adalah vektor kendali input. Fungsi tujuan yang akan
dicapai yaitu meminimalkan fungsi objektif, dengan persamaan

J(to) = O(x(T), Ty) + J;) Lx(0),u(®), )de @)
Dengan ¢, adalah waktu awal dan Tradalah waktu akhir.
Selanjutnya, untuk mencari solusi masalah kendali optimal waktu kontinu maka didefinisikan

persamaan-persamaan berikut yang diperlukan untuk sebuah proses meminimalkan fungsi objektif.
Persamaan Hamilton :

H(,u,t) = Ll,u, t) + AT (@) f(x,u, t) 3)
Persamaan state 1% = ‘;—Z = (4)
oo _ T,
Persamaan kostate :—1 = —— = ~—1 +T o )
isi stasioner < 0 = 2 = 2L o/
Kondisi stasioner : 0 =—==-=+=-1 (6)

Kendali Nash

Diberikan kendali u;(t) = F;(t)x(t), dengan F;(t) = —R;'*BIK;(t) untuk i=1,2. Selanjutnya
pada kasus umpan balik akan diberikan kendali Nash yang akan menstabilkan fungsi dinamisnya. Banyaknya
kendali Nash yang diberikan untuk setiap t dinyatakan dengan :

7" = {w,(0, Tyl (&) = F,(Ox(t)}, i=1.2 ©)
Karena kendali yang diberikan memenuhi solusi ekuilibrium linier kendali Nash, maka diperlukan definisi
berikut :

Definisi 3. Kendali u;(t) = F;"(t)x(t) merupakan solusi ekuilibrium linier kendali Nash jika memenuhi

JACHORG)EIA (u1 (t),u§(t)) dan J,(ui(©), u3(6)) < J, (u{(t),u2 (t)) untuk setiap u;(t) € I'®.
Model SistemDinamisDiscounted

_ Pada bagian ini akan diberikan bentuk persaman sistem dinamis dengan pemberian factor diskon,
?c’a:uAf + B, i, + B,ii, (8)

Dengan fungsi tujuan setelah pemberian factor diskon sebagai berikut:
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T x(t)
Ji(ug, uz) =f e O [xT(®), ul (t),ul (D] Q [wa () | dt, i=1,2
0 uy (1)

Dengan didefinisikan %(t) = e~ x(t) dan 4;(t) = e % u;(t) maka fungsi tujuan menjadi :
T x(t)
it ) = [ 15 @,a1@,a5©10 |m(0)| de
0 i, (t)
Adapun langkah-langkah penelitian pada artikel ini sebagai berikut :

1. Membentukan model persamaan differensial dinamis kasus permainan non-kooperatif beserta fungsi
tujuan waktu tak hingga dengan penambahan faktor diskon untuk kasus skalar untuk N pemain.

2. Berdasarkan alur permainan pada pembatasan masalah yaitu loop tertutup, maka untuk mencari kendali
Nash pemain pertama diketahui kendali pemain yang lain.

3. Kendali Nash yang diketahui pada langkah (2) diatas, disubstitusikan ke persamaan differensial dinamis
untuk N pemain.

4. Kemudian dibentuk persamaan Hamilton.

5. Berdasarkan langkah (4)di bentuk persamaan aljabar Riccati untuk N pemain.

6. Menganalisa eksistensi solusi persamaan aljabar Riccati di langkah (5), jika solusi eksis maka dibentuk
kendaliNash untuk masing-masing pemain.

7. Menganalisa kestabilan sistem dinamis permainan dengan mensubstitusikankendali Nash yang diperoleh
dari langkah (6) ke persamaan differensial dinamis di langkah (1).

8. Penarikan kesimpulan tentang bentuk model sistem dinamis kasus permainan non-kooperatif beserta
fungsi tujuan waktu tak hingga dengan penambahan faktor diskon untuk kasus skalar untuk N pemain.
Kemudian kesimpulan tentang eksistensi kendali Nash serta hasil analisa kestabilan sistem dinamis
permainan untuk N pemain.

Hasil dan Pembahasan

Persamaan diferensial dinamis permainan untuk N pemain kasus scalar dengan factor diskon dibentuk dari
Persamaan (8). Persamaan diferensial dinamis yang terbentuk sebagai berikut :

X = (a-0)x() + XL, bii(t) 9)
Dengan fungsi tujuan untuk N pemain setelah diberi diskon yaitu,
J = Jy {qi®* () + r@if(O)}de, i=12,..,N (10)

selanjutnya, dibentuk kendali Nash pemain pertama dengan diketahui i; = —r;"*b;k;%(t),i = 2, ..., N, sehingga
persamaan diferensial sistem dinamis permainan untuk pemain pertama menjadi,

);C = (a_e _Szkz _"'_SNkN)f(t) +b1ﬁ1(t) (11)
dengans; = ;7 *b? untuk i = 1,2, ..., N.

Selanjutnya dari persamaan (11) dan fungsi objektif untuk pemain pertama, diperoleh persamaan Hamilton
yaitu,

H=(q,#® + 75 ®) + 2 ((a— 6 — ZIL, 5;k;)%() + b1iis (1)) (12)

Kemudian dari Persamaan (12) dibentuk persamaan state, costate dan persamaan stasioner. Selanjutnya didefiniskan
A = k,X%(t), maka diperoleh persamaan diferensial Riccati yaitu,

Ky = —2q, — 2(a— 0 — XN, sik ey + 2 51k? (13)
karena untuk kasus ini merupakan permainan dengan waktu tak berhingga, maka diperoleh persamaan aljabar
Riccati yaitu,
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1
L 2(a—0 -3\, s;k)ky —2q, =0 (14)

Persamaan (4.20) merupakan persamaan aljabar Riccati yang memiliki solusi yaitu,

2(a—0 -3V, sik) + J4(a —0 -3V, 5k)" +4s,q

S1

ki, =

Solusik,, , memiliki eksistensi dan memiliki solusi real karena

4(a-6-%), sjkj)z +4s,q, >0 (15)

sehingga terdapat kendali Nash untuk pemain pertama yaitu

1, (t) = =17 bk X(L) (16)
Selanjutnya, untuk pemain kedua diketahui kendali dari pemain pertama dan pemain yang lain yaitu

%;(t) = =17 'bik;%(t), i = 1,..,N dengan i+ 2. Sehingga persamaan diferensial sistem dinamis
permainan untuk kasus pemain kedua menjadi,

% =(a—0—X)_1 .05Kk)X() + byily(t) 1n
Selanjutnya persamaan Hamilton untuk pemain kedua yaitu
H = (q;%%(6) + 1,3 () + A ((@ = 0 = By 1 5K R(E) + byl (1)) (18)

Selanjutnya dari persamaan Hamilton di Persamaan (18) dibentuk persamaan state, costate dan stasioner.
Selanjutnya didefiniskan 2 = k,X(t), maka diperoleh persamaan aljabar Riccati yaitu

1
~5ok3 — 2(a—0 — YY1 js28ik)ks —2q, =0 (19)

Persamaan (19) memiliki solusi yaitu,

2
2(a—60 -3\, juasik;) + \[4(a — 0 =X wasik;)” + 4520,

S2

k21,2 =
Solusi k,, ,memiliki eksistensi dan memiliki solusi real karena
2
4(a—0 -3\, juasik;)” + 4529, >0 (20)
sehingga terdapat kendali Nash untuk pemain kedua yaitu

fi,(t) = =15 bk, %(t). (21)

Oleh karena itu, secara umum dengan persamaan diferensial dinamis N permainan pada persamaan (9)
dengan fungsi objektif pada persamaan (10), maka dapat diperoleh,

¥=(a—-0-X)sk)x(®) + b (1), i=12..,N (22)

Kemudian berdasarkan persamaan (22) dan persamaan fungsi objektif pada persamaan (10), maka dapat
dibentuk persamaan Hamilton yaitu
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H = (q;#2(t) + rii2(t)) + A ((a — 6 — XN 5k )% (E) + biﬁi(t)) i=12,..,N

Selanjutnya dengan mendefenisikan A = k;%(t),i = 1,2, ..., N, maka diperoleh persamaan aljabar
yaitu,

%sikiz ~2(a—0-YV.sik)ki—2q; =0, i=12,..,N

Persamaan (24) akan memiliki solusi yaitu,

2(a 6~ Shask)) £ [4(a~ 6~ S(sk))’ + s,

i12 — ’
» S
i

k

i=12,..,N
Solusi tersebut memiliki eksistensi dan memiliki solusi real karena

4la—0-3Vsk) +4s,q,>0, i=12,..,N

sehingga terdapat kendali untuk N pemain yaitu

#;(t) = =17 hikE(t), i=12,..,N

Selanjutnya, persamaan diferensial sistem dinamis permainan akan menjadi stabil jika dipenuhi
(a—6-%L(sik)) <0

Persamaan (27) akandipenuhijika di pilihsolusi k;, yaitu

Z(a -0 - Zﬂvxl(sjk])) + \/4(a -0 - Zjvil(sjk]))z + 4Siqi

k.
i s;

1

untuk masing-masing kendali Nash untuk pemain ke N .
Selanjutnya dari persamaan (14), (19), dan (27) diasumsikan s; = 0, maka diperoleh

—2(a— 60— XN, sik;)ky — 2, = 0

1

;Szk% — Z(a - 9 — Zﬁy=3 Sjkj)kz - 26[2 = 0
dan,

(a—6—-XL,(sik)) <0

Berdasarkan persamaan (28)-(30), maka diperoleh solusi yaitu,

z(a—e—zj-"=3(s,-k,-))i\/4(a—9—2§V=3(sjkj))2+4szq2

S2

k21,2 =

dan,

(23)

Riccati

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)
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— q1
kl -

2
/ 2(a—B—Z‘Ily=3(sjkj))i\/4(a—9—29’=3(s]-k]-)) +4s2q2
N
_\a—e 52 Zj=3sjkj |

selanjutnya, solusi k, dan k,, , di substitsikan ke Persaamaan (30), maka diperoleh bahwa persamaan (30)
dipenuhi jika dipilih solusi k,_, yaitu

K = 2(a—0—211y23(sl-kj))+\/4(a—9—2?’:3(s]-kj))2+452q2
2

1 S

Oleh karena itu, untuk kasus s; = 0 sistem akan stabil jika dipilih solusi k, dengan kendali Nash yaitu
ﬁz(t) = _rz_lbzkzi(t).
Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan dapat disimpulkan bahwa eksistensi solusi untuk setiap persamaan aljabar Riccati
dipenuhi karena 4(a -6 - Z?’#sjkj)z +4s;q; >0, i =1,2,..,N yang mengakibatkan eksistensi kendali
Nash untuk setiap pemain juga dapat dipenuhi yaitu ;(t) = —r;7 *b;k;X(t), i = 1,2, ..., N. Selanjutnya,
persamaan diferensial sistem dinamis permainan akan menjadi stabil yaitu

(a—0—XiLi(sik)) <0

jika dipilih solusi k; . Kemudian, jika diasumsikan s; = 0, maka sistem akan stabil jika dipilih solusi k,,
dengan kendali Nash yaitu &, (t) = —r; bk, %(t).
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