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ABSTRAK

Determinan suatu matriks hanya diperoleh apabila matriks tersebut bujur sangkar. Tetapi ternyata nilai
determinan dari matriks tidak bujur sangkar juga dapat ditentukan. Makalah ini bertujuan mendapatkan
bentuk umum determinan matriks tidak bujur sangkar berbentuk khusus dengan ukuran 3 X n menggunakan
metode Radic. Terdapat tiga langkah yang harus dilakukan. Pertama, menentukan determinan matriks dari
ordo 3 x 4 sampai 3 x 11. Kedua, menduga bentuk umum determinan yang diperoleh dari pola rekursifnya
dan ketiga membuktikan bentuk umum determinan matriks menggunakan pembuktian langsung. Hasil yang
diperoleh terdiri dari dua bentuk umum determinan matriks tidak bujur sangkar berbentuk khusus 3 x n
untuk n genap dan n ganjil. Juga akan dibahas aplikasi bentuk umum determinan matriks yang diperoleh.

Kata Kunci: Determinan Radic, matriks tidak bujur sangkar, pola rekursif.

ABSTRACT

Determinant of a matrix is obtained only when the matrix is square. However, the determinant value of the
non-square matrix can also be determined. This paper aim to get the general form of determinant of non-
square matrix with special form 3 x n size using Radic method. There are three steps that must be done.
First, determine the value of the determinant of a matrix for 3 x 4 size to 3 x 11 size. Second, suspect the
general form of the determinant obtained from it’s recursive pattern and the third step is proves a general
form of determinant matrix using direct proof. The result obtained consist of two general forms of
determinant of the 3 x n non-square matrix with special form for n even and n odd. Also will be discussed
application of general form determinant of matrix that already obtained.

Keywords: Non-square matrix, radic’s determinant, recursive pattern.

Pendahuluan

Determinan matriks biasanya digunakan mencari invers dari suatu matriks, untuk
menyelesaikan sistem persamaan linear dan menentukan persamaan Karakteristik suatu
permasalahan dalam menentukan nilai eigen. Terdapat beberapa metode yang dapat digunakan
untuk menentukan nilai determinan matriks, diantara metode tersebut adalah metode Sarrus,
reduksi baris dan ekspansi kofaktor. Metode Sarrus digunakan untuk matriks ordo 2 x 2 dan 3 X
3. Sedangkan untuk ordo yang lebih besar, kita dapat menggunakan beberapa metode, diantara
metode tersebut adalah metode reduksi baris dan metode ekspansi kofaktor.

Selama ini perhitungan determinan matriks hanya berlaku untuk matriks bujur sangkar.
Permasalahan selanjutnya adalah bagaimana jika matriks tersebut adalah matriks tidak bujur
sangkar, adakah metode yang dapat kita gunakan untuk mencari nilai determinannya? Ternyata
nilai determinan dari matriks tidak bujur sangkar juga dapat ditentukan. Hal tersebut dapat dilihat
pada penelitian Radic [4] dengan judul “About a Determinant of Rectangular 2 X n Matrix and its
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Geometric Interpretation”, yang membahas tentang determinan Radic untuk matriks tidak bujur
sangkar khusus untuk matriks ordo 2 x n.

Selanjutnya, penelitian Amiri [1] dengan judul “Generalization of some Determinantal
Identities for Non-Square Matrices Based on Radic’s Definition”, yang membahas tentang
determinan Radic untuk matriks tidak bujur sangkar dan beserta sifat-sifat determinan untuk
matriks tidak bujur sangkar tersebut. Dan juga penelitian Makarewicz [3] dengan judul “Properties
of the Determinant of a Rectangular Matrix”, yang membahas tentang identitas baru untuk
determinan Radic dari matriks tidak bujur sangkar.

Berdasarkan hasil-hasil penelitian yang sudah dipaparkan di atas, belum ditemukan rumus
umum untuk menghitung nilai determinan dari matriks tidak bujur sangkar berbentuk khusus
3 x n. Dengan latar belakang itulah, penulis tertarik untuk meneliti tentang determinan dari suatu
matriks berbentuk khusus 3 X n.

Metode dan Bahan Penelitian

Berikut diberikan langkah-langkah untuk mendapatkan bentuk umum determinan matriks
tidak bujur sangkar berbentuk khusus 3 X n:
1. Diberikan matriks tidak bujur sangkar berbentuk khusus 3 x n

1 0 0 - 0
Azxn =10 a; ay; - apn_ (1)
0o 1 1 1

2. Menentukan determinan matriks tidak bujur sangkar berbentuk khusus dari ordo 3 x 4 sampai
3x11.

3. Menduga bentuk umum determinan matriks tidak bujur sangkar berbentuk khusus 3 x n dari
pola rekursifnya.

4. Membuktikan bentuk umum determinan matriks tidak bujur sangkar berbentuk khusus 3 x n
dengan menggunakan pembuktian langsung.

5.  Mengaplikasikan rumus umum determinan matriks tidak bujur sangkar berbentuk khusus
3Xn.

Ada beberapa bahan yang digunakan dalam penelitian ini yaitu sebagai berikut:

Definisi 1 [2] Misalkan A adalah matriks bujur sangkar. Fungsi determinan (determinant function)
dinotasikan dengan det dan kita mendefinisikan det (A) sebagai jumlah dari semua hasil kali
elementer bertanda dari A. Angka det (A) disebut determinan dari A (determinant of A).

Definisi 2 [1] Jika A = (a; j) adalah matriks m X n dengan m < n, maka determinan dari matriks
A sebagai berikut:

[aljl Aijz2 aljm'l
det(4) = Y1cjicjoc<jmen(—1D) Fdet| Gij1 - Gijz v Aijm
lamjl Amjz2 amjmJ

Dengan jq,jz, - ,jm €{1,2, ..,n}, r=14+2+--4+mdan s =j; +j, + -+ j,. Jika m >n,
maka det(4) = 0.
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Contoh 1.
Diketahui matriks tidak bujur sangkar dengan ukuran 3 x 4 sebagai berikut:
4 5 3 0
A=|1 3 0 1
3510
maka
4 5 3 4 5 0
det(A) — (_1)(1+2+3)+(1+2+3) 1 3 0 +(_1)(1+2+3)+(1+2+4) 1 3 1
3 51 3 50
4 3 0 5 30
+(_1)(1+2+3)+(1+3+4) 1 0 1 (_1)(1+2+3)+(2+3+4) 3 0 1
310 5 10
4 5 3 4 5 0 4 3 0 5 30
=1 3 0f—|1 3 1|+J1 0 1|—(3 0 1
3 51 3 50 310 5 10
4 5 3|4 5 4 5 0]4 5
=11 3 0/1 3|]—[|1 3 1|1 3
3 5 113 5 3 5 0I3 5
4 3 0|4 3 5 3 0|5 3
+{11 0 111 0)—{|3 0 1|3 O
3 1 03 1 5 1 0l5 1

=((124+0+4+15)— (27+0+5)) = ((0+ 15+ 0) — (0 + 20 + 0))
+((0+94+0)—-(0+4+0)—((0+15+0)—(0+5+0))
=(27-32)-(15-20)+(9—4)—(15-5) = —6

Hasil dan Pembahasan

Langkah pertama yang dilakukan dalam makalah ini adalah menentukan determinan matriks
tidak bujur sangkar berbentuk khusus dari ordo 3 x 4 sampai 3 x 11 pada Persamaan (1) dengan

menggunakan metode Radic pada Definisi (2), sehingga diperoleh:

det(Azxs) = 0

det(Asus) =a; —a, +az —a,

det(Asxe) = 0

det(As347) = a; —a, + as; — a,+ as — aq

det(Asxg) =0

det(Asxg) =a; —a, + a3 —as+as —ag +a; —ag

det(Azx10) =0

det(ds3x11) = a1 —ay +az —as+ as —ag +a; —ag + ag — aq

(2)
3)
(4)
()
(6)
(7)
(8)
(9)

Dengan melihat kembali Persamaaan (2) sampai (9), maka bentuk umum determinan matriks
tidak bujur sangkar berbentuk khusus 3 X n mempunyai dua bentuk umum, yaitu untuk n genap
dan n ganjil. Dengan melihat Persamaan (2), (4), (6), dan (8), maka diduga Persamaan umum

|A3r| Uuntuk n genap sebagai berikut:
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1 O o - 0
|A3><n| =0 a; a; - ap4|= 0 (10)
0 1 1 - 1

dan dengan melihat Persamaan (3), (5), (7), dan (9), maka diduga Persamaan umum |A5,| untuk n
ganjil sebagai berikut:

1.0 0 = 0 |
|Aznl =10 a; a; - a| =X (D" (11)
0 1 1 - 1

Selanjutnya, bentuk umum |43, | dari Persamaan (10) dan (11) dinyatakan dalam teorema sebagai
berikut:

Teorema 1. Diberikan matriks tidak bujur sangkar berbentuk khusus 3 X n

1 0 0 - 0
A3yn =10 a; a, - q|,m>3,q;ERVI=12,--,n—-1,
o 1 1 - 1
maka
A | = { 0 ,untuk n genap
Pl =yl (—1)*1a;, untuk n ganjil

Bukti. Pembuktian untuk n genap menggunakan pembuktian langsung maka diperoleh

1 0 0 - 0 0 0
ASXTL =10 a; Qa; ot Ap—3 QAup—2 Qap_q
o 1 1 - 1 1 1
1 0 O 1 0 O
= (=1)+2+3)+(1+2+3) [ a a + (—1)@+2+3)+(1+2+4) | a, az|+-+
0 1 1 0 1 1
1 0 0
(_1)(1+2+3)+(1+2+(n—2)) 0 a; ays|+
0 1 1
1 0 0 1 0 0
(_1)(1+2+3)+(1+2+(n—1)) 0 a; an, + (—1)@+2+3)+@+24n) a; Qu_q|+
0 1 1 0 1 1
1 0 0
e (=1)@+2+R)+(1+(-2)+(n-D) | Uz Apn| +
0 1 1
1 0 0
(_1)(1+2+3)+(1+(n—2)+n) 0 ay_3 ap_q|+
0 1 1
1 0 0
(_1)(1+2+3)+(1+(n—1)+n) 0 a,p Quq|+-—+
0 1 1
0 0 0
(_1)(1+2+3)+((n—2)+(n—1)+n) Ap_3 QAp_p Qp_yp
1 1 1
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=(@g-—agta——agta—a)+(—a+a;—a; +-+a;—a; +ay) + -
+(an—3 —ap-3tap3— " —ap_3tap3— an—3) + (_an—z tan—ap2+
tan—2—an—2+an—2+(an—1—an—1+an—1— ---—an—1+an—1—an—1)

=0 ]

Selanjutnya pembuktian untuk n ganjil sebagai berikut:

1 0 0 - 0 0 0
A3xn =10 a1 a; - ap-3z anz Ap1
o 1 1 - 1 1 1
1 0 O 1 0 O
— (_1)(1+2+3)+(1+2+3) 0 a; a|+ (_1)(1+2+3)+(1+2+4-) 0 a; az|+-
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
+(_1)(1+2+3)+(1+2+(n—2)) 0 a; ap_s|+ (_1)(1+2+3)+(1+2+(n—1)) 0 a ay_y
0 1 1 0 1 1
1 0 0
+(_1)(1+2+3)+(1+2+n) 0 a; auq|+-
0 1 1
1 0 0
+(_1)(1+2+3)+(1+(n—2)+(n—1)) 0 aps Gy
0 1 1
1 0 0
+(_1)(1+2+3)+(1+(n—2)+n) 0 ay_3 ap_g
0 1 1
1 0 0
(_1)(1+2+3)+(1+(n—1)+n) 0 Gpy Gpq|+-
0 1 1
0 0 0
+(_1)(1+2+3)+((n—2)+(n—1)+n) Upoz Qp—y  Opq
1 1 1
:(al_al+a1_"'+a1_a1+a1)+(_a2+a2_a2+"'_a2+a2_a2)+"'
+(_an—3 tan3—apst-—dp3tanz—dy3)
R R e T e s R
= Zznz_ll(_l)pr1 a; n

Selanjutnya, diberikan beberapa contoh matriks tidak bujur sangkar berbentuk khusus

3 xn beserta penyelesaian dalam menentukan nilai determinan dari matriks tersebut sebagai
berikut:

Contoh 2.

Diberikan matriks tidak bujur sangkar dengan ukuran 3 x 17 sebagai berikut:
1000 00 O0OO0O O O0OOOUOOOOTDO

A=]10 2 0 4 3 6 85 -2 47 7 319 31
01111111 1 11111111
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maka, dengan menggunakan Teorema 1 diperoleh:
n-—1

det(4) = Z(—l)”lai
i=1

=a—a;taz—ags+tas—agt+a;,—ag+ag— a9+ a1 — a3 +a43 — A4 + a4
— Q16
=2-0+4-3+6-8+5-(-2)+4-7+7-3+1-9+3-1=3
Contoh 3.
Diberikan matriks tidak bujur sangkar dengan ukuran 3 x 19 sebagai berikut:
100 0 O0OOOOOOOO O OOOUOOG OO
0 2 3 -2 47 105¢67 38 -2100971
011 1 111111111 1 11111
maka, dengan menggunakan Teorema 1 diperoleh

B =

n-1
det(B) = Z (=1 1q;
i=1

=a,—a,+az—a,+as—ag+a;—ag+ag—ag+a; —a;+a3—a,t+ags

—Q16t+ A7 — Qg
=2-34(-2)—4+7-1+0-54+46—-7+3-84+(-2)—1+0—-9+7-1
= —18.

Kesimpulan

Selama ini perhitungan determinan matriks hanya berlaku untuk matriks bujur sangkar. Tetapi
ternyata, determinan matriks tidak bujur sangkar juga dapat ditentukan dengan menggunakan
metode Radic. Pada makalah ini dibahas tentang perhitungan determinan matriks tidak bujur
sangkar berbentuk khusus 3 x n.Berdasarkan pembahasan sebelumnya, dengan menggunakan
matriks tidak bujur sangkar berbentuk khusus sebagai berikut:

1 0 0 - O
Azyn =10 a4 a, - |, n>3,q;€RVI=12,--,n—-1
o 1 1 - 1
maka diperoleh
Ao | _{ 0 ,untuk n genap
Bl 7 (¥l (—-1)H*1a;, untuk n ganjil’

Saran

Makalah ini membahas tentang determinan matriks tidak bujur sangkar berukuran 3 X n
menggunakan metode Radic. Adapun matriks tidak bujur sangkar yang dibahas memiliki suatu
bentuk khusus tertentu. Bagi pembaca yang tertarik dengan matriks tidak bujur sangkar ini, maka
disarankan untuk membahas bentuk-bentuk khusus lainnya. Serta membahas aplikasi dari matriks
tidak bujur sangkar ini.
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