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ABSTRAK

Tugas akhir ini membahas persoalan kendali dengan persamaan linier kuadratik waktu berhingga
untuk sistem deskriptor berindeks satu dengan penambahan factor discount danoutput feedback,untuk kasus
matriks dan skalar. Sistem kendali yang digunakan adalah lingkar tertutup. Berdasarkan persamaan
diferensial dinamik dan fungsi tujuan yang diberikan factor discount dan persamaan output feedback maka
dibentuk persamaan Hamiltonian. Selanjutnya dibentuk fungsi kendali yang bersesuaian dalam kasus matriks
dan skalar. Kemudian untuk  mendapatkan kestabilan model maka fungsi kendali yang didapat
disubstitusikan kepersamaan dinamik yang sudah diberikan factor discount dan output feedback. Sehingga
diperoleh kestabilan untuk kasus matriks dan scalar yaitu solusi persamaan diferensial dinamik akan
memenuhi definisi kestabilan jika untuk waktu awal (t;) menuju waktu akhir (T;) maka solusinya menuju

nol.

Katakunci: Deskriptor, Discount, Feedback,Output

ABSTRACT

This thesis discusses about issue of control linear quadratic equation with finite time to descriptor
system indexed one with addition discount factor and output feedback, for the case matrix and scalar.
Control system that used is a closed circumference. Based on dynamic differential equations and objective
function given discount factor and the outputfeedback equation, then formed Hamiltonian equation.
Furthermore formed corresponding control function in case of matrix and scalar.Then, to obtain the model
of stability, the control function is obtained, substituted into dynamic equation that have been given discount
factor and output feedback, in order to obtain stability to matrix and scalar case. Solution of differential
equations dynamics would fulfill definition of stability if for initial time () towards the end of time (T},

then the solution is towards zero.
Keywords: Descriptors, Discount, Feedback, Output
Pendahuluan

Teori kendali merupakan metode yang mudah diimplementasikan dalam masalah teknis.
Salah satu bentuk persoalan teori kendali yang sering digunakan adalah bentuk linier kuadratik.
Padapersoalan linear kuadratik masalah dasarnya adalah menentukan fungsi kendali dengan
persamaan dinamiknya berbentuk linier dan fungsi tujuan berbentuk kuadratik.

Beberapa penelitian terdahulu telah membahas masalah menentukan fungsi kendali pada
persoalan Linier kuadratik, di antaranya adalah Muhammad Wakhid Musthofa (2014) yang
membahas mengenai persamaan diferensial dinamik deskriptor untuk satu kendali. Persamaan
dinamik deskriptor dirubah kebentuk persamaan dinamik umum dan fungsi tujuan dirubah
kebentuk kuadratik yang umum. Setelah itu berdasarkan fungsi dinamik dan fungsi tujuan yang
dirubah, dibentuk fungsi Hamilton menggunakan aturan linear kuadratik umum, kemudian
dibentuk persamaan state, kostate dan stationer. Selanjutnya dibentuk persamaan diferensial Riccati
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yang bersesuaian dengan persoalan penelitiannya. Kemudian solusi dari persamaan diferensial
Riccati tersebut dapat dibentuk fungsi kendali yang diinginkan. Tetapi Muhammad Wakhid
Musthofa tidak menambahkan persamaanoutput feedback dan factor discount pada persamaan dinamik dan
fungsi tujuannya.

Penelitian lain dilakukanoleh F. Amato, M. Ariola, dan C. Cosentino (2005) yang membahas
mengenai kontrol linier waktu berhingga yang ditambah disturbance yang menggunakan persamaan output
berbentuk linear. Tetapi Amato dkk dalam penelitiannya tidak menambahkan deskriptor dan tidak
menambahkanfactor discount serta output feedback pada persamaan dinamiknya. Kemudian penelitiannya
tidak melakukan analisa kestabilan pada persamaan dinamiknya.

Bahan dan MetodePenelitian

1. Kestabilan

Definisi  1[7] Diberikan persamaan diferensial orde satu yaitux = f(x)dengan nilai
awalx(0) = x,sebuah vektor x yang memenuhif(x) = 0 disebut titik ekuilibrium.

Definisi 2 [7] (Olsder, 1994) Titik ekuilibrium x dikatakan stabil jikaves = 0,38 =0
sehinggal|x, — x|| < dmaka ||x(t,x,) — || < suntuk semuat = 0. Titik ekuilibrium xdikatakan
stabil asimtotik jika X merupakan titik stabil dan3& = 0 sehingga lim....||x(t,xp) — x| =0
memenuhil||x, —x|| = &. Titik ekuilibrium x dikatakan tidak stabil jika tidak memenuhi kriteria
kestabilan.

2. Kendali Optimal Waktu Berhingga dengan Sistem Deskriptor
Didefinisikan Persamaan dinamik dengan deskriptor sebagai berikut:
Ex=Ax+ Bu ,x(0) = x, (1)
Dengan E,A € R*%) Rank(E) = n,B € R"*™) y € R™adalah fungsi kendali yang diberikan
pada Persamaan (3). Fungsi tujuan yaitu:
J=xT0x+ frl;f[x*Qx+ u’ Ruldt 2

Persamaan (1) dapat dirubah kebentuk umum menjadi persamaan kendali lingkar tertutup
linier kuadratik dengan menggunakan teorema berikut:

Teorema 1 [3] Jika Persamaan deskriptor (1) berbentuk umum maka terdapat dua matrik
A, 0

nonsingular X dan ¥ sedemikian sehingga ¥TEX = [IS ;}] dan ¥YTAX = [ 01 ] ] dengan A4,
T

adalah matriks dalam bentuk Jordan yang elemen-elemennya nilai eigen dari A, I,,dan I.adalah

matriks identitas dan N adalah matriks nilpoten juga dalam bentuk Jordan.

3. Bentuk Discounted
Diketahui dari Persamaan (1) diberikan factor discount pada fungsi dinamik dengan satu
kendali adalah sebagai berikut :

e ¥% = Ae "+ Be Pty 3
didefinisikan % = e~?txdanii = e~#*umaka dari ¥ = e~ x diperoleh :
¥=—Oe ftx+e Pk (4)

Sehinggadiperoleh fungsidinamikdenganfactor discountsebagaiberikut:
X = Ae ¥t —gePtx + Be~ Pty
¥=(A—an%+Bii (5)
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¥ = Al + Bl (6)
danfungsi tujuan setelah pemberian factor discountdiperoleh sebagai berikut
—— ~
J) = [T a1 [ at @)
4. Linier

Kuadratik dengan Output Feedback
Diberikan persamaan diferensial untuk sistem dinamik dan persamaanoutput feedbacknya adalah
sebagai berikut [4] :
& =Ax + Bu (8)
y=Cx 9)
Dimanadiketahuixe B", u e E“,C € RF*" A, B e E™™adalah fungsi kendali, dan y € E", maka di
ketahui fungsi kendali memenuhi persamaan sebagai berikut :

u = —Ky (10)
u = —HCx (11)
u = —x"C7KT
Denganfungsitujuannyaadalah sebagai berikut :
J = x"Px + [,/ (a7 Qx + uT Ru)dt 12)

Dimanadiketahui K adalahsebuahmatriksberukuran m < p .
Selanjutnya dari Persamaan (11) sehingga Persamaan (8) dapat dirubah menjadi persamaan sebagai
berikut :
#=(A-BKC)x = A.x (13)
danfungsi tujuan sebagai berikut:
(14)
Diasumsikan J = 0, sehinggadiperolehpersamaansebagaiberikut :
0= < (T Px) +a7(Q + CTRTRRC)x (15)
Sehingga,
£ T Px)=x7(Q + CTRTRKC)x
#TPx+ x"Pik=—x"(Q + CTKTRKC)x
AP +PA, +CTKTRCK +Q =0=g (16)

DibentukpersamaanHamilton sebagai berikut :

H=(PX) + (g5 (17)
Hasil dan Pembahasan

1. Sistem Deskriptor dengan Factor Discount dan Output Feedback
Diketahui dari Persamaan (1) diberikan factor discount sehingga menjadi:

E¥ = (A — E6I)¥ + Bii (18)
Berdasarkan Teorema 1 [3], sehinggadiperolehpersamaandinamiksebagaiberikut:
%, = (A, — Y,E6D%+ ¥, Bii (19)
Dengandiperolehfungsikendaliyaitu:
i =—-KCx% (20)

Makadidapatsistem dinamik untuk sistem deskriptor dengan factor discount dan output feedback
sebagai berikut:
351 - {Al - YJ_EE.F_ FJ_BHC}E
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i{i = AGE
Kemudian fungsi tujuan diberikan factor discount yaitu:
] =¥ Px+ [] (¥7(Q + CTKTRKO)%)dt

Diasumsikan bahwa | = 0, sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut :

0 = i(agrpag + #T(Q+ CTKTREC)%
ATP+ PA_+Q+CTKTREC =g =0

Dibentuk persamaan Hamilton sebagai berikut :

H=PX+ (A —Y,"ET61—Y,"BTKTCT)PS + P(4, — Y,E6I — V;BKC)S + QS +

CTKTRKCS

T
0= Z—"; =((4; —Y."ETOI-Y,"BTKTCT)P+ P(A; —Y,E0] — ¥;BKC) +Q +

CTKTRK
C)
0=22_x+ (4,7 —v,TET8I - v,T BTKTCT)TST
= =X+(4 -1 -V, VTST + (4, — Y,E6I — Y, BKC)S
0= Z—j‘; = —CTpsy," BT — BTY," PT5¢T + RKCSCT

RKCSCT = CTpSY,"BT + BTy, PTSCT
K = (CTPSY,"BT + BTY, PTSCT)(RC5CT)1
Sehingga diperoleh fungsi kendali yang barusebagaiberikut:

ii = —((CTPSY,"BT + BTY," PTSCT)(RCSCT) 1) C%

(21)

(22)

(23)
(24)

(25)

(27)
(28)

(29)

(30)

Selanjutnya untuk mendapatkan kestabilan model maka dari Persamaan (30) disubstitusikan

ke Persamaan (19) sehingga diperoleh hasilnya sebagai berikut :

%, = (A; — Y, E61 — Y,B((CTPSY, BT + BTY, " PTSCT)(RCSCT) 1)C)%

(31)

Solusi Persamaan (31) akan memenuhi definisi kestabilan jika untuk t; — T maka solusi

Persamaan (31) menuju nol.

Contoh:
Diberikan fungsi dinamik descriptor dalam bentuk skalar sebagai berikut:
epX = ax + bu
Dengan fungsi tujuan untuk waktu berhingga adalah sebagai berikut :
Tfr
j=xTpx + J‘ [T gx + uTrul dt

1]

Diberikan e = 1,a = =5, b= 4.9 = L.c = 1.k, = 2., = 0.T; = 2, dan diberikan factor discount sebesar

e~" dan output feedback ¥ = cx dengan u = —k;v. Tentukan vector kendali dari persamaan dinamik

tersebut dan analisa kestabilannya.

Penyelesaian:

Dengan mensubstitusikan, & = 1.& = —3 dan & = 4 ke persamaan dinamik makadiperoleh:

4= —0x+4u
Distubstitusikan ¢, = 0. T = 2 ke fungsi tujuan, maka diperoleh:

f=xTpx + j[x"rqx +uTrul dt
]
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Kemudian persamaan dinamik £ = —5x + 4u diberikan factor discount, sehingga menjadi:
e % = —56 ¥ x + 4o %y
Didefinisikan # = ¢~%*x dan ii = e ~%*u maka dari # = ¢~%"x diperoleh

= —Pe ¥y 4o by
Kemudian substitusikan persamaan g9 = —5a7 8y L 40y kepersamaan
#=—8e % x + 7% % diperoleh

= —fe ¥x—5¢ x4 2e %y
£= (-5 —8)F +44
Diberikan & = 1 sehingga persamaan dinamik % = (=3 — 8)& + 44 menjadi:
£=(=5—-1)i+4i
£= —6F + 4ii
Persamaan * = —6 + 4ii disebut persamaan dinamik dengan factor discount. Selanjutnya persamaan
dinamik dengan factor discount yang sudah didapat diberikan output feedback, diketahui ¥ = ¢x dengan
u=—ky.
Didefinisikan ¥ = =%y, # = e~%'x, 4 = ~"'u, maka

¥=cX
dan
i =—k,¥
Kemudian disubstitusikan persamaan ¥ = ¢ ke persamaan i = —k; ¥, maka diperoleh:
i = —kyc#

Kemudian persamaan & = —k, ¢ disubstitusikan kepersamaan # = —6s + 4ii, sehingga menjadi:

£ = —6& — dk,cf
F=1(-6 -4k, c)¥

Persamaan x = (—6 — 4k, c)% merupakan persamaan dinamik dengan penambahan factor discount
dan output feedback. Selanjutnya persamaan (—6 — 4k, c) dapat dinotasikan sebagai a., sehingga menjadi:
f=a.®

Selanjutnya untuk memperoleh fungsi tujuan terlebih dahulu di cari & " sebagai berikut:

T = (—k,c2)"

4T = —2TcTk,"
Karena dalam bentuk skalar, maka menjadi:
4T = —#ck,

Selanjutnya fungsi tujuan diberikan factor discount sebagai berikut:

j=e xTpx) + e j xTqx+uTrul dt
]

Didefinisikan # = e~ %%x dan 4 = e %"y, maka diperoleh e~ (xTpx) = #Tp#, e % (xTgx) = ¥Tg% dan
g% (uTru) = 7 rii. Sehingga didapat fungsi tujuan dengan penambahan factor discount sebagai berikut:

j=%TpE + f (27 g + & Tril] dt
]

Kemudian disubstitusikan g = 1. persamaan i = —#k; ¢ dan persamaan

T = —#ck, ke fungsi tujuan j = #7pi + Jf [#Tg& + T rill dt, sebagai berikut:
j=#TpE f [#7g# + a7rd] dt
o

f=5TpE + f (#T g% + (—Fcky Jr(—k,c¥))dt
o
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j=%Tpx 4 J (27014 2k, )D)dt
]
Selanjutnya diasumsikan j = 0 sehingga diperoleh persamaan
d -
0= Effpf + 2701+ 6%k, P ))dt

dan dapat dijabarkan menjadi:

d T T 21 2=

Ex'p_r =3 I[1+ c‘kl‘}x

fTpf+ #Tpd = 2T + ek, HE

al#Tpi + #pa, ¥ = -7 (1 + o2k, )R

£Talp + pa )i = —#T(1 + 2, )%
283 (pa.) = -1 + 2k, D)

Substitusikan a, = (—6 — 4k, c}, maka diperoleh:
2(—6 — 4k, c)p = —(1 + €2k, )
(—12 — 8k, 6)p = —(1 + €2k, %)

(—12-8k,dp+(1+c%k, %) =0=g

Kemudian dibentuk persamaan Hamilton:
h=px+gs
=px + (=12 — 8k, 6)ps + (1 + c%k,)s
Didiferensialkan h = px + (=12 — 8k, c)ps + (1 + c%k,*)s terhadap s, diperoleh:

ah -
0=—=((-12 — 8k,c)p + (1 + c*k,")

ds
Didiferensialkan h = px 4 (12 — 8k, c)ps + (1 4 ¢*k,*)s terhadap p, diperoleh:
ah
U:E:x+(—12—8klcﬂs "
Didiferensialkan h = px + (—12 — 8k, c)ps + (1 + ¢*k,?)s terhadap k;, diperoleh:
dh .
0= ﬂ—kl = —8eps + 2e7ky s
Kemudian dari persamaan = :—r = —8eps + 2c%k,s maka diperoleh:
S |
Scps
1y = 2cis
4p
ky, = —

c
Selanjutnya untuk mendapatkan nilai k,,, maka terlebih dahulu di cari nilai p, dari persamaan

berikut:
(—12—8k,ddp + (1 + %k, %) =0
(—12 - 8k, 0)p = —(1 + c*k, %)

=1 +c*K,7)
P =12 —8k,0)
L _ —[1+e?k, ") .
Kemudian disubstitusikan ¢ = L.k, = 2kep = IELH—Biﬂ maka diperoleh:
Ve ke Ey LY

=1+

P 1z—s@m)
5

P=3g
Sehingga diperoleh k, , ,dengan mensubstitusikan g = 39 ke persamaan k;, = 4Tﬂ yaitu:
4p

ky, = —
1y c
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, 3
I"i:L: F

Dari k = jfdiperoleh vektor kendali untuk persamaan dinamik ¥ = —6% + 4ii sebagai berikut:

it = —k,, c&
e 5 e
u=— E.r
Kemudian disubstitusikan & = — %f ke persamaan dinamik ¥ = —6 + 4ii yaitu:
f=-6F+44
i=(-5)z
Selanjutnya akan dicari solusi kestabilan untuk persaman dinamik

£ = ( 5—) i, yaitu sebagai berikut:

#=(-7)z

molE

£F=fpe 7
62
Berdasarkan penyelesaian dari persamaan = = fng'ﬁ, saat £ —= 2 maka £ — 0, sehingga dapat

disimpulkan bahwa vector kendali & = — ?x" dapat menstabilkan persamaan dinamik.

Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang dilakukan maka dapat diperoleh kesimpulan berikut :

1. Fungsi kendali matriks diperoleh:
ii = —((CTPSY,"BT + BTY,"PTSCT)(RCSCT) L)%

2. Persamaan diferensial dinamik diperoleh:
%, = (4, — V,E61 — Y, B((CTPSY, BT + BTY, PTSCT)(RCSCT) ™))%

3. Selanjutnya
dilakukan analisa kestabilan dari persamaan diferensial dinamik dan diperoleh bahwa
Persamaan (31) akan memenuhi definisi kestabilan jika untuk £, — T maka soulusi

Persamaan (31) menuju nol.
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