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ABSTRAK

Misalkan & = (V, E) adaslah sebuah graf dan k adalah bilangan bulat positif. Pelabelan-i
total pada graf  adalah suatu pemetaan *:VUE — {1,2, ..., k}. Bobot titik x dinyatakan
wt(x) = Alx) + ¥ ez A(ux) dan bobot sisi xy dinyatakan wt{xy) = A(x) + A(xy) + A(y).
Suatu pelabelan-k total dikatakan tak teratur total, jika bobot setiap titik berbeda dan bobot setiap
sisi berbeda. Nilai ketakteraturan total (totally irregularity strength) dari graf & dinotasikan
dengan ts{G) adalah nilai & minimum atau label terbesar minimum yang digunakan untuk
melabeli graf ¢ dengan pelabelan total tak teratur total. Dalam makalah ini diperoleh

ts(B,=Cy) = [Emﬂ dengan m merupakan bilangan bulat positif dan m = 17.

Katakunci: Hasil kali comb, nilaiketak teraturan total, pelabelan total tak teratur total.

ABSTRACT

Let graph G = (V.E) and k is a positive integer. Total k-labeling on G is a mapping
L:VUE — {12, ...k} The weight of the vertex x is represented by wt(x) = A(x) + X .- Alux) and the
weight of the edge xv is represented by wt{xy) = i(x} + A(xy) + A(3). A total k-labeling of Gis called a
totally irregular total labeling, if the weight of every two distinct vertices are different and the weight of
every two distinct edges are different. The minimum & such that a graph & has a totally irregular total k-
labeling is called the total irregularity strength of &, denoted by ts{G}. In this research, we will get the

ts(By =040 = le] where m is a positive integerand m = 17.
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Pendahuluan

Dalam teori graf ada suatu topik yang membahas tentang pelabelan graf. Pelabelan pada suatu
graf adalah pemetaan yang memasangkan unsur-unsur graf (titik atau sisi) dengan bilangan bulat
positif. Jika domain dari fungsi (pemetaan) adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik
(vertex labeling), jika domainnya adalah sisi maka disebut pelabelan sisi (edge labeling), jika
domainnya titik dan sisi maka disebut pelabelan total (total labeling). Pelabelan graf terdiri dari
berbagai macam, diantaranya: pelabelan takteratur, pelabelan ajaib, pelabelan graceful, pelabelan
harmoni dan pelabelan anti ajaib. Hasil penelitian mengenai pelabelan graf secara lengkap dan
terperinci ditulis dalam sebuah buku yang berjudul ”4 Dynamic Survey of Graph Labelling” yang
ditulis oleh Joseph A. Galian [3].

Pelabelan total takteratur diperkenalkan oleh Baca M., dkk. [1] pada tahun 2001. la
memperkenalkan dua jenis pelabelan total takteratur, yaitu pelabelan total takteratur titik dan
pelabelan total takteratur sisi.
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Misalkan G:(V,E) adalah sebuah graf, maka bobot titik xeV(G) adalah
wt(x)=2(x)+>"  A(xy). Pelabelan A:V UE —>{L2,....k} dikatakan pelabelan-k total

takteratur titik di G, jika setiap dua titik berbeda Xdany di V memenuhi wt(x)=wt(y). Nilai
total ketakteraturan titik dari graf G yaitu label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli
graf G dengan pelabelan total takteratur titik, yang dinotasikan dengan t\/s(G).

Misalkan G=(V,E) adalah sebuah graf, maka bobot sisi eecE(G) adalah
wt(e) = A(x, )+ A(e)+ A(x,). Pelabelan 1:V UE —{12,....k} dikatakan pelabelan-k total

takteratur sisi di G, jika untuk setiap dua sisi berbeda € dan f pada E memenuhi wt(e) = wt(f ).

Nilai total ketakteraturan sisi yaitu label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf G
dengan pelabelan total takteratur sisi, yang dinotasikan dengan tes(G).

Kemudian pada [5], Marzuki dkk. Juga memperkenalkan pelabelan total takteratur lain yang
dinamakan pelabelan total takteratur total. Pelabelan total takteratur total merupakan
pengkombinasian antara pelabelan total takteratur titik dan pelabelan total takteratur sisi. Misalkan

G =(V,E) sebuah graf dan pelabelan 1:V UE —{1,2,...,k} padaG adalah pelabelan total
takteratur total, jika untuk setiap dua titik berbeda X dan y pada G maka wt(x)= wt(y) dan

untuk setiap dua sisi berbeda XX, dan y,y, pada G maka Wt(X1X2)¢ Wt(ylyz). Nilai

ketakteraturan total yaitu label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf G dengan
pelabelan total takteratur total, yang dinotasikan dengan ts(G).

Pada makalah ini akan didapatkan nilai ketakteraturan total dari graf hasil kali comb dari B,
dan (., yang dinotasikan dengan ts(E,, = ), dimana B,, adalah graf lintasan dengan m: titik dan
., adalah graf lingkaran dengan empat titik.

Graf hasil kali comb adalah suatu graf yang merupakan hasil operasi dari dua buah graf.
Diberikan graf sederhana G dan H. Graf hasil kali combG dan H yang dinotasikan dengan & = H,
yaitu sebuah graf yang diperoleh dengan melakukan satu penggandaan pada graf G dan
menggandakan graf H sebanyak jumlah titik pada graf G, kemudian diberikan titik o yang
merupakan titik di graf H sebagai titik cangkok, kemudian mencangkokkan penggandaan graf H
ke- i pada titik o di graf H ketitik ke- i dari graf G [4].

Bahan dan MetodePenelitian

Definisi 1 [6] Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E) yang dinotasikan
¢ = (V,E) yang dalam hal ini V adalah himpunan takkosong dari titik-titik (vertices) dan E adalah
himpunan sisi (edges) yang menghubungkan sepasang titik.

Definisi 2 [4] Diberikan graf sederhana G dan H. Graf hasil kali comb G dan H dinotasikan dengan
i == H, yaitu sebuah graf yang diperoleh dengan melakukan satu penggandaan pada G dan
menggandakan H sebanyak jumlah titik pada G, kemudian diberikan o yang merupakan suatu titik
di graf H sebagai titik cangkok, lalu mencangkokkan penggandaan H ke-i pada titik o di graf H
ketitik ke-i dari graf G.

Berikut ini adalah gambar dari graf P5 = C,
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Gambar 1 Graf P53 = C4

Definisi 3 [1] Suatu graf & = (V,E) dengan himpunan titik tak kosong V dan himpunan sisiE.
Pelabelan A:V UE — {LZ,..., k} dikatakan pelabelan-k total takteratur titik di G, jika setiap

dua titik berbeda Xdany di V memenuhi wt(x)=wt(y). Nilai total ketakteraturan titik dari

graf G yaitu label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf G dengan pelabelan total
takteratur titik, yang dinotasikan dengan tvs(G).

Berikut adalah batas atas dan bawah dari nilai total ketakteraturan titik.

Teorema 4 [1] Misalkan G adalah graf (p,q) dengan derajat minimum O dan derajat maksimum A

maka,(p+5—‘StVS(G)S P+A-25+1.
A+1

Salah satu hasil penelitian mengenai nilai total ketakteraturan titik ini adalah sebagai berikut.

Teorema 5 [2] Misalkan B, adalah graf lintasan dengan m titik dan €, adalah graf lingkaran

dengan 4 titik. Untuk m= 2 berlaku tvs (B, =C,) = [3n;+2]'

Definisi 6 [1] Suatu graf & = (I",E) dengan himpunan titik tak kosong V dan himpunan sisi E.
Pelabelan A:VUE — {1,2,...,k} dikatakan pelabelan-k total takteratur sisi di G, jika setiap
dua sisi berbeda x,x, dan y,y, di E memenuhi wt(x,x,)= wt(y,y, ) Nilai total ketakteraturan
sisi dari graf G yaitu label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf G dengan
pelabelan total takteratur sisi, yang dinotasikan dengan tes(G).

Berikut adalah batas atas dan bawah dari nilai total ketakteraturan sisi.

Teorema? [1] Jika &(V,E’) adalah suatu graf dengan himpunan titik tak kosong ¥ dan himpunan

|5|3+:] < tes (G) = |E|

sisi E, maka [

Selanjutnya, C.C Marzuki, dkk [5] telah mendefinisikan nilai ketakteraturan total dan memberikan
batas atas dan batas bawah dari nilai ketakteraturan total seperti dijelaskan pada Definisi 8 dan
Teorema 9, serta menentukan nilai ketakteraturan total dari beberapa jenis graf pada Teorema 10
dan 11.
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Definisi 8 [5] Misalkan G =(V,E) sebuah graf. Pelabelan 1:V UE — {1,2,...,k} pada G
adalah pelabelan total takteratur total, jika untuk setiap dua titik berbeda X dan y pada G maka
vvt(x);tvvt(y) dan untuk setiap dua sisi berbeda x;x, dan vy,y, pada G maka

wt(x,x, )= wt(y,y, ). Nilai ketakteraturan total yaitu label terbesar minimum yang digunakan
untuk melabeli graf G dengan pelabelan total takteratur total, yang dinotasikan dengan ts(G).

Observasi 9 [5] Untuk setiap graf G, maka max{tes(G), tvs(G)} = ts{G).
Teorema 10 [5] Untuk n = 3 suatu bilangan bulat positif dan C,, adalah graf lingkaran dengan n

sisi, maka ts(C,) = [”:]

Teorema 11 [5] Untuk n bilangan bulat positif dan B, adalah graf lintasan dengan n titik, maka :

n+2 .
{ 3 -IJ jilkan = 2 atau 5;

n+1 .
{ 3 -I, untuk n lainnya.

ts(B,) =

Hasil dan Pembahasan

Hasil penelitian ini adalah sebuah teorema yang menjelaskan mengenai nilai ketakteraturan total
dari graf hasil kali comb B,, danCs.

Teorema 12 Misalkan B,, t= C, adalah graf hasil kali comb dari graf lintasan B,, dan graf lingkaran

€. untuk m bilangan bulat positif dan m =17 , maka ts(P,, &= C,) = [5’“;11

Bukti :

Perhatikan bahwa banyaknya sisi pada graf B .= C, adalah
|E(B, = Cy)l=4m+(m—1)=5m—1. Berdasarkan Teorema 7, diperoleh
[5”:1] = tes (B, = C,) = 5m — 1. Jadi terbukti bahwa tes (B, = C,) = [Emﬂ].

Berdasarkan Observasi9, ts(B, = C,) = max{tes(P, = C,),tvs(P, = C,)}. Berdasarkan

Teoremab, diperoleh bahwa tvs(B, &= ) = [3”;”

ts(P, = C,) = max{tes(?m = Cy), [HH;H-I } Karena tes(P, &= C,) = [

[5”:1] > [3”;”1 vm € Z maka diperoleh ts(B, = C4) = [5m+11.

: sehingga

Sm+1
= ] dan

5”;“1. Hal ini akan dibuktikan dengan cara

Selanjutnya akan dibuktikan ts(P, = C4}-=_:[
menunjukkan adanya pelabelan [%] total tak teratur total pada graf B, = C,.
Misalkan himpunan titik dari graf B,, = C, adalah:

V(B, = Cy ={x,y" |1 =i=mdanl =k = 3},

dan himpunan sisi dari graf B, = C, adalah:

E(B, = C.) = {y*x; |1-=_f~iimdank=213}u{}-‘il}-‘ik |1i:11:mdan
k= 2_,3} U {xlx:}u {:x.’i-ng |-l =i=m-— 2}.
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Berikut akan ditunjukkan adanya pelabelan total tak teratur total pada graf B, = C, dengan
menggunakan label terbesar [%] untuk m merupakan bilangan bulat positif dan m < 17.

Misalkan 1 = [%] Definisikan pelabelan titik dan pelabelan sisi pada graf B, = 4 sebagai
berikut.

Pelabelan titik:
r,—1 ,jilkailmod3) =0ataui=28

Mace) U ,jika i lainnya
n—1 Jjikai=1dan 4
D) _JE] ikai=6dans
1 —3 ,jikai =9,12dan 15
\rp — 2 ,jika i lainnya
M) - T 9_ 1 ,j{li;k?llainnifa
03 =" e
Pelabelan sisi:
T Jjikai (mod3) =1
Myitx)  ={[%F| jka6=i<10dani=9
T - 1 (Jjika i lainnya
e ,jikai(mod3) =1ataui =3
Avdx) =42  jika6=i=10dani=9
T - 1 ,jika i lainnya
(4 Jjikai=3
Aly:1y D) iy [?1 Jikat =i = 10dani# 9
L jika i =13 dan 16
\r— 1 Jjikailainnya
%] Ljika6=i=10dani=9
Mydy® =4 n ,jika i = 13 dan 16
n—1 ,Jjika i lainnya

}.{xlx:} =1

Mitins) = {Ti +3 ,jika4 < i = 10 dan i bil. genap atau i(mod 6) =1
LI P ,jikai lainnya

Berdasarkan pelabelan &, diperoleh bobot titik dan bobot sisi sebagai berikut.

1. Bobot titik ¥;* dengan k = 1,2, dan 3 untuk m bilangan bulat positif dan m = 17 dari graf
B, = 4 adalah sebagai berikut :
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wt(y;1)

wt(y;%)

wt(y;?)

F3n—3 : jilkai=1dan 4
3n, —4,jikai (mod3) =2dani = 8
3n—5 ,jikai (mod3)=0dani =6
3i—12 3i+3
J 5 -‘+2[ -‘ Jikai =6dan &
3i+3 .
1 —2 +2[ 5 -‘ Jjikai = 7dan 10
64 Jjikai =13
\ 79 Jjikai =16
(3 — 2 , jikai = 1dan 4
13 Jjikai =3
30 [jikai =86
4 3i+3 . _ _
nn—1 +2[ 2 -‘ Jka7=i=10dani = 9
In—1 [jikai =13 dan 16
v 3 —3 ,Jjika i lainnya
3 —1 ; jilkai =1 dan4
32 Jjikai=6
3i+3
N 1r;-+2[ -‘,jika?iiiiﬂdani-—.&g
n JJika i =13 dan 16
o3 —4 ,Jjika i lainnya

2. Bobottitik x;untuk 1 = i =m — 2dan m = 3 dari graf B,, = C,, adalah sebagai berikut :

wit(x;)

ro12 Jjikai =1
17 Jjikai =2
29 Jjikai =3
_J4n+na+5 Jjikai =4 dan 13
= 3i+ 3
2n+rz—_2+2{ 5 -‘+5 Jjikab=i=8
88 jikai =10
Vodn o+ 2 JJikai lainnya

3. Bobot titik x;untuk 1 = i = m dan m = 1 dari graf B,, = ., adalah sebagai berikut:

wt(x,)

4. Bobot sisi dari graf B, = C,,untuk m bilangan bulat positif dan m = 17 adalah sebagai

berikut:

rB6 Jkai=1danm=1
7 Jikai=1ldanm=2
11 Jjikai=2
21 jikai=3
={ 3r,+r_,+2 Jjika i = 4,13 dan 16
3i+3
ri-—l-’ri-_z-l-Z[ 3 ]+2 Jkaoe=i<=28
68 [Jjikai= 10
\ 31+ T, .jika i lainnya
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(3, —3 Jjikai{mod3) =1dani % 7 dan 10
3In—4 ,jikai(mod3)=2dani =8
3n—5 ,jikai(mod3)=0dani =6

wt(y;1vi?) =5 28 , jikai=6
38 . jikai=8
3i4+3 o
k\2?}-— +{ > -‘ JJikai =7 dan 10
( 3 —2 ,jikai(mod3) =1dani = 7 dan 10
3n—3 Jjikai{mod3)=2dani =8
3n—4 Jjikai{mod3)=0dani %6
wt(y1y?) =5 29 jikai =6
39 jikai =8
3i+3

kE:r":- +2+{ -‘ , jikai = 7dan 10

(3 -1 Jjikai(mod3) = 1dani # 7 dan 10
3n -2 Jjikai{mod3)=2dani # 8
3n—3 Jjikai{mod3)=0dani %6

wtly2x;) =4 30 Jikai=6
40 Jjikai =8
3i+3 L

an—1+[ 2 -‘ ,jikai =7 dan 10

( 3r; ,jikai (mod3) =1dani = 7 dan 10
In—1 ,jikai(mod3) =2dani# 8
3n -2 Jjikai{mod3)=0dani =6

wt(y®x) = 31 Jikai=6
41 Jjikai =8
3i4+3
2r + -‘ Jjikai =7 dan 10
. 2
wilxx,_4) = ,jikai=1
2n + s + 1 Jjikai{mod3) =0
wilrixig) = {Er +1i_4 ] jikailainnya

Bobot sisi dari graf B, = C, adalah bilangan bulat positif berurutan dimulai dari 3 sampai ke
5m + 1. Sehingga bobot sisinya tidak ada yang sama. Demikian juga dengan bobot titiknya juga
tidak ada yang sama meskipun bukan merupakan bilangan bulat positif yang berurutan.
Olehkarena itu A adalah pelabelan total tak teratur total dari graf B, = C,. Sehingga dapat

disimpulkan bahwa ts(B,, = C,) = [Emﬂ].

Em+1l

Berdasarkan pemaparan di atas diperoleh  bahwa ts(B, & 54}2[

] dan
ts(P, &= C4}c:[

1 Jadi terbukti bahwa ts(B, = C,) = [5”1;1]. |

Sebagai ilustrasi dari pelabelan yang didefinisikan pada Teorema 12 di atas, diberikan
contoh pelabelan total takteratur total untuk graf Pz &= C, .

Dengan menggunakan rumus . seperti yang didefinisikan pada pembuktian Teorema 12,
diperoleh pelabelan titik dan sisi pada Pg &= C, sebagai berikut:

14
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¥ Vi i ¥i
6 1
7 1 9
7 2
xg X7
6 1
2
3 3
4 3
1
¥ vi ¥ .

Label terbesar yang digunakan adalah 14 dan bias diperiksa bahwa pelabelan tersebut
mengakibatkan setiap titik mempunyai bobot yang berbeda dan setiap sisi mempunyai bobot yang
berbeda. Jadi, pelabelan ini adalah pelabelan-14 total takteratur total pada Pg = (..

Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada makalah ini dapat disimpulkan bahwa nilai ketakteraturan
total (totally irregularity strength) dari graf B, = C, untuk m bilangan bulat positif dan m = 17

adalah ts(B,, &= C.) = [5“1;11
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