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Abstrak

Artikel ini membahas hubungan matriks Pascal P, dan matriks k-tribonacci T, (k).
Kemudian, dari hubungan dari kedua matriks tersebut diperoleh definisi matriks
baru yaitu matriks V,(k). Sehingga, dengan matriks baru V, (k) diperoleh
faktorisasi dari matriks Pascal melalui matriks k-tribonacci yaitu P, = V, (k) T;,(k).

Kata Kunci: Matriks Pascal, Matriks k-tribonacci, faktorisasi matriks.

Abstract

This article discusses the relationship between the Pascal matrix P, and the k-
tribonacci matrix J;, (k). Futhermore , from the relationship between the two matrices
a new matrix definition is obtained V,, (k). Also, with the new matrix (k) the
factorization of the Pascal matrix P, is obtained through the k-tribonacci matrix 75, (k)
i.e. B, =V, (k) T, (k).

Keywords: Pascal matrix, k-tribonacci matrix, factorization of matrix.
1. Pendahuluan

Barisan Fibonacci baru dikenal matematikawan Eropa pada tahun 1611, atau sekitar
350 tahun setelah barisan Fibonacci diperkenalkan. Kemudian, pada tahun 1960-an
barisan Fibonacci mulai dikembangkan dalam bidang matematika modern dan
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aplikasinya bidang ilmu pengetahuan dan seni. Aplikasi barisan Fibonacci dalam bidang
teori bilangan dan aljabar telah banyak diteliti dalam berbagai artikel dan buku yaitu
membahas sifat-sifat dan identitas barisan Fibonacci dan generalisasi barisan
Fibonacci[l], hubungan antara bilangan Fibonacci dan segitiga Pascal[2], matriks
Fibonacci[3], hubungan antara matriks Fibonacci dan matriks Pascal [4]dan lain
sebagainya.

Barisan tribonacci merupakan salah satu generalisasi dari barisan Fibonacci yang
setiap suku berikutnya diperoleh dengan menjumlahkan tiga suku sebelumnya yang
dimulai dengan suku 0, 0 dan 1 [2]. Kemudian, suku—suku dari barisan tribonacci disebut
dengan bilangan tribonacci dan dinotasikan sebagai T,,, VneN. Feinbreg [2] memberikan
bentuk barisan tribonacci sebagai berikut:

0,0,1,1,2,4,7,13,24,44,81, 149, 274, --- .

Barisan tribonacci awalnya dipelajari oleh Feinbreg [2] pada tahun 1963, setelah 760
tahun barisan Fibonacci dikenalkan oleh Leonardo Pisano. Awal tahun 1964 barisan
tribonacci belum begitu menarik perhatian beberapa penulis seperti halnya barisan
Fibonacci, namun dengan seiring waktu barisan tribonacci mengalami perkembangan, hal
tersebut terbukti bahwa beberapa penulis telah banyak mempelajari dan
mengembangkan barisan tribonacci dalam konteks yang berbeda dalam berbagai yaitu
Lather dan Kumar [5]membahas generalisasi barisan tribonacci, Ramirez [6] hubungan
antara bilangan tribonacci dan segitiga Pascal, Kizilaslan [7] memberikan bentuk aljabar
dari matriks tribonacci yang digeneralisasikan.

Disisi lain terdapat segitiga Pascal, bilangan-bilangan pada segitiga Pascal
merupakan koefisien—koefisien binomial yang tersusun dalam bentuk segitiga. Secara
kombinatorial, setiap elemen dari segitiga Pascal merupakan koefisien—koefisien
penyederhanaan bentuk perpangkatan dari penjumlahan dua buah bilangan yang
dinyatakan sebagai (x + y)", VneN [8]. Segitiga Pascal dapat direpresentasikan sebagai
matriks persegi, dengan setiap elemennya merupakan bilangan pada segitiga Pascal
sehingga matriks ini disebut dengan matriks Pascal. Brawer dan Pirovino [8] memberikan
bentuk representasi matriks dari segitiga Pascal dan membahas tentang bentuk aljabar
dari matriks Pascal. Kemudian, Call dan Velleman [9] mendefinisikan matriks Pascal
sebagai matriks segitiga bawah.

Faktorisasi matriks adalah suatu cara untuk menjadikan suatu matriks menjadi dua
atau beberapa pekalian matriks [19]. Beberapa artikel membahas faktorisasi matriks yaitu
matriks tribonacci dan matriks Pascal [10], Matriks Pascal dengan matriks tetranacci
[11][12], matriks Stirling jenis kedua dengan matriks tribonacci [13], matriks Stirling jenis
pertama dengan matriks tetranacci [14], matriks Stirling jenis kedua dengan matriks k-
Fiboanacci [15] dan hubungan matriks k- tribonacci dan matriks Pascal [16]. Mereka
mengkonstruksi matriks baru untuk mengungkapkan faktorisasi matriks-matriks ini.

Tulisan ini merupakan pengembangan hasil tulisan dari Gemawati et al. [16] yang
membahas hubungan matriks tribonacci dan matriks Pascal. Berbeda dengan
pembahasan dalam penelitian [10-16], dalam artikel ini, peneliti menggunakan matriks k-
tribonacci pada [16] untuk mendapatkan faktorisasi dari matriks k- tribonacci dan
matriks Pascal. Dengan menggunakan ide yang sama dari penulis tersebut, penulis
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membahas hubungan antara matriks tribonacci ke—k dan matriks Pascal. Dari hubungan
matriks tribonacci ke—k dan matriks Pascal dengan menggunakan perhitungan aljabar
diperoleh definisi matriks baru, yaitu matriks V, (k). Selanjutnya dari pendefinisian
matriks baru tersebut diperoleh beberapa hubungan yang dinyatakan dalam teorema

2. Metode Penelitian

Berikut ini teori-teori dasar yang digunakan dalam penelitian ini. Definisi 1,
Teorema 1, dan teorema 2 mengacu pada [17] yang digunakan untuk membuktikan hasil
dalam penelitian ini

Definisi 1. Jika A adalah matriks berorde n x n, dan jika matriks B berukuran sama bisa
didapatkan sedemikian sehingga AB = BA = I, maka A disebut Invertible dan B disebut
invers dari A.

Teorema 1. Jika A dan B adalah matriks berorde n X n, maka det(AB) = det(A)det(B).
Teorema 2. Matriks A berorde n x n matriks Invertible jika dan hanya jika det(A4) # 0.

Berikut adalah langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini:

1. Mengkonstruksi dan mendefinisikan matriks k-tribonacci 7, (k)

2. Mengkonstruksi dan mendefiniskan invers matriks k-tribonacci 7, * (k)

3. Menentukan hasil perkalian matriks Pascal B, dan matriks invers matriks k-
tribonacci 7;; 1 (k) sehingga memperoleh matriks baru . kemudian mendefiniskan
matriks baru tersebut yaitu matriks V, (k).

4. Menunjukkan bahwa matriks Pascal B, adalah hasil perkalian matriks V, (k) dan
matriks k-tribonacci 7;, (k).

Mengkonstruksi dan mendefinisikan invers matriks matriks V,; * (k).

6. Menunjukkan bahwa matriks k-tribonacci 7;,(k) adalah hasil perkalian invers

matriks V,; 1 (k) dan matriks Pascal P,, sehingga diperoleh 7;, (k) = V,; * (k) B,

3. Hasil dan Pembahasan

Segitiga Pascal merupakan koefisien-koefisien binomial yang tersusun dalam
bentuk segitiga. Koefisien binomial yang ada pada segitiga Pascal merupakan hasil
perpangkatan dari penjumlahan dua buah bilangan yait (x + y)™ = QZO(Z)xn_kyk untuk
n bilangan bulat positif [8]. Selain itu, dalam bukunya Bona [18] disebutkan bahwa secara
kombinatorik setiap elemen pada baris segitiga Pascal dapat dinyatakan sebagai

n n!
(k) T =k k!

Segitiga Pascal dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks persegi yaitu matriks
segitiga bawah dengan setiap elemennya merupakan bilangan pada segitiga Pascal,
sehingga matriks ini disebut dengan matriks Pascal dan dinyatakan dengan B,, VneN [9].
Secara umum bentuk dari matriks Pascal P, dapat dinyatakan dalam bentuk matriks
berikut,

DO - https://dx.doi.ora/10.24014/jsms.v12i1.38785 License: CC BY-NC-SA


https://dx.doi.org/10.24014/jsms.v12i1.38785
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/?ref=chooser-v1

€y

W N P O

w K+ O O
-k O O O
- O O O o

1
1
1
1

n—1 n-1 n—1 n-1 " (n-1
| 0 1 2 3 n-1 |
Kemudian, Call dan Velleman [4] memberikan bentuk umum dari matriks Pascal
berorde nxn, VneN dengan setiap elemen dari matriks Pascal P, = [p;],  Vi,j =

1,2,3,---,n dapat dinyatakan dan didefinisikan sebagai
i— 1) C
. , untuk i > j,
pij = { (l -1 J (2)

0, untuki < j.
Selanjutnya, Falcon [5] memberikan bentuk umum dari invers matriks Pascal

berorde nxn, VneN dengan setiap elemen dari invers matriks Pascal B! = [p'ij],
Vi,j = 1,2,3,---,n dapat dinyatakan dan didefinisikan sebagai

o, = {(—1)”1 (; - 1) untuk i > j, 3
0, untuki <j.
Barisan k — tribonacci merupakan salah satu generalisasi barisan tribonacci. Lather
dan Kumar [5] memberikan bentuk rekrusif dari Barisan k — tribonacci dan dinyatakan
dengan T}, sebagai

0, for n=0,1;
Tyn = { 1, for n=2; 4
kTyn-1+ Ten-2 + Tin-3 for n=3.

Dengan persamaan (4), berikut diperlihatkan bilangan k — tribonacci pada Tabel 1.
Tabel 1. Bilangan k — tribonacci

n 0 1 2 3 4 5 6
Tin 0 0 1 k k?+1 k3+2k+1  k*+3k2+2k+1
Tin 0 0 1 1 2 4 7
Tom 0 0 1 2 5 13 33
Tsn 0 0 1 3 10 34 115
0 0 1 4

17 73 313

Sama halnya dengan barisan tribonacci, barisan tribonacci ke-k juga dapat
direpresentasikan dalam bentuk matriks persegi [16]. Dengan ide yang sama untuk
mendefinisikan matriks tribonacci dengan menelaah ide dari artikel Sabeth et al. [13],
barisan tribonacci ke -k direpresentasikan dalam bentuk matriks segitiga bawah dengan
setiap elemennya merupakan bilangan tribonacci ke-k dan diagonal utamanya 1,
sehingga matriks ini disebut dengan matriks tribonacci ke -k dan dinyatakan dengan
T,(k), vneN. Secara umum bentuk dari matriks tribonacci ke —k dapat dinyatakan dalam
bentuk matriks berikut.
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Selanjutnya diperoleh bentuk umum dari matriks tribonacci ke —k berorde n X n,
vneN dengan setiap elemen dari matriks tribonacci ke —k 7, (k) = [ti j], Vi,j=1,2,3,---,n
dapat dinyatakan dan didefinisikan sebagai

_ Tk,i—j+2 , untuk i = j,
fj = { 0, untuki < j. (©)

Kemudian diperoleh bentuk umum dari invers matriks triboncci ke —k n X n, VneN
dengan setiap elemen dari invers matriks tribonacci ke—k T t(k) = [t/ j], Vi,j =
1,2,3,--,n dapat dinyatakan dan didefinisikan sebagai

1, untuk i = j,

. )k untuk i —1=7j,

tij = -1, untuk i—3<j<i—2 ™)
0, lainnya.

Pada pembahasan ini akan dibahas hubungan antara matriks tribonacci -k dengan
matriks Pascal. Ide yang sama dari Sabeth et al. [13], Faktorisasi kedua matriks k-
tribonacci 7;,(k) dan matriks Pascal P,. Selanjutnya, dari hubungan kedua matriks
tersebut diperoleh matriks baru yaitu matriks V, (k) yang didefinisikan sebagai matriks
segitiga bawah. Elemen-elemen dari matriks V,(k) diperoleh dari perkalian matriks
Pascal P, dan matriks invers matriks k-tribonacci 7;; 1 (k) dan untuk n = 5, elemen-elemen
dari matriks V, (k) diperoleh sebagai berikut:

Ps. T (k) =
1 0 0 0 Of 1 o o o0 o] [ 1 0 0 0 O]
1100 0)]-k 1 0 0 O 1-k 1 0 0 O
121 00)|-1 -k 1 0 0= -2k 2—-k 1 0 0]. (8)
13 310-1 -1 -k 1 0 -3-3k 2-2k 3-k 1 0
1464 1)0 -1 -1 -k 1] |-9-4k 1-6k 5-4k 4—k 1]

Dengan demikian, berdasarkan hasil perkalian matriks pada persamaan (8)
diperoleh elemen-elemen matriks Vs (k) yaitu,

1 0 0 0
1-k 1 0 0
Vs(k)=| -2k 2-k 1 0

-3-3 2-2k 3-k 1
-9-4k 1-6k 5-4k 4-k

0
0
0l. 9
0
1_
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Dengan memperhitungkan setiap elemen matriks (9) untuk i > j semua nilai elemen
matriks ditunjukkan pada Tabel 2
Tabel 2. Nilai Elemen Untuk Matriks Vg (k)

Elemen Matriks V5 (k) Nilai Elemen Matriks V5 (k)
(1-)0=()
(12 0+ G2y) 0 =(g)=#()
()@ )o=()
(oGl eo+(GT)m-
(o)-+()-C)
(Z)o+(_Jw(T ) en-

()-+C)

()00 (50

Selanjutnya, dengan memperhatikan masing-masing bentuk aljabar pada Tabel 2
diperoleh bentuk umum matriks V, (k) dengan matriks n X n didefiniskan sebgai berikut:
Definisi 2. Untuk setiap neN, V,, (k) adalah matriks n X n dengan setiap elemen V, (k) =

[vi;], Vi,j = 1,2,3,-+,n dapat dinyatakan sebagai
v = () -k (5) - () - (%) (10)
dan Vi <j, Vi = 0.

Selanjutnya, dengan menggunakan aplikasi Maple 17 diperoleh invers matriks V, (k)

1 0 0 O
1-k 1 0 ©
vk = . 11
() k2 —k+2 24k 1 0 an
k®—k?+3k-1 k?-2k+4 —-3+k 1

Perhatikan setiap elemen pada matriks (11) untuk i > j semua nilai elemen matriks
ditunjukkan pada Tabel 3.
Tabel 3. Nilai Elemen Untuk Matriks V;!(k)

Elemen Matriks V; (k) Nilai Elemen Matriks V;!(k)
, T—1 0

V11 Tia-142(D™" (1 _ 1) = Tk (0)

-1 L2—1

Tea1r2 (D2 (| 1()) el ((Z)=
vél (o) = Tez )
T —T
k3 \ K2\

3 1-1 4 2—1

v, Tk 2-142(—1) (2 _ 1) + Ti2—242(—1) (2 _ 1) =
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0 1 1
L (1) Tz (1) = Tk (1)

- L (2—1
T 3-142(=1) (1 ) + T 3-242(—1) ( ) +

Tesssa (=D () =
k,3-3+2(—1) 1-1
0 1 2
Tica (0) ~ Ths (0) * T2 (0)
: : :
v Z(_l)HT (r—l)T .
3] & ] -1 k,i—-1r+2

Selanjutnya, dengan memperhatikan masing-masing bentuk aljabar pada Tabel 3
diperoleh bentuk umum matriks V,;*(k) berorde n X n didefiniskan sebagai berikut:
Definisi 3. Untuk setiap neN, misalkan V,; 1 (k) adalah invers matriks V, (k) dengan setiap

elemen V,; 1(k) = [v{j], Vi,j =1,2,3,---,n dapat dinyatakan sebagai
vl =T (=1 (723) Tiraa (12)

danVi < j, v{j = 0.

Dari definisi matriks V, (k) pada persamaan (10), dapat dinyatakan dalam teorema berikut.
Teorema 3. Jika untuk setiap neN dengan matriks V,(k) yang didefinisikan pada
persamaan (10), matriks Pascal P, yang didefinisikan pada persamaan (2) dan matriks
tribonacci ke—k T;, (k) yang didefinisikan pada persamaan (6), maka P, = V, (k) T;, (k).
Bukti. Karena matriks k-tribonacci 7;,(k) mempunyai invers dan det (7,,(k)) # 0, maka
matriks matriks k-tribonacci 7;,(k) adalah matriks invertible, akan dibuktikan bahwa
Va(k) = Py Tyt (k) (13)

Perhatikan sisi kiri persamaan (13), untuk i > j diperoleh
Vij = DPir brj
Vin = Dir ty1,

= pi1 t11 + Diatar + Pistzy + -+ Dintng

4

= Z Dirtr1 »

r=1
1
=—c (=@ +2) -k -1).

Selanjutnya, untuk i > 1 dan j > 2 diperoleh
Vij = Dir trj
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= pij tir + Dijertizar + Pijeatizor T+ Dintar

L
Uij =zplrt;.],
r=j
_(i—l) k(i—l) (i—l) <i—1>
-1 j j+1 j+2)°

Dengan demikian, terbukti bahwa = P, Tngl(k). Jadi dengan didefinisikan matriks
V,, (k) pada persamaan (10), matriks Pascal B, pada persamaan (2) dan matriks tribonacci
ke—k T, (k) pada persamaan (6) dapat dinyatakan sebagai B, = V, (k) 7, (k).

Selanjutnya, dari Teorema 3, dapat diturunkan akibat berikut.

Akibat 1. Untuk setiap 1 < j < i diperoleh

(1 1) ][( ) k(l 1) (r+1) (r+2)]TkT —j+2- (14)

Bukti. Perhatikan setiap elemen P, pada perkalian matriks B, =V, (k) 7,(k) secara aljabar
diperoleh sebagai berikut:
pij = Uirtrj )

= Vijtjj + Vijaatjerj T Vijaatjezj + o+ Vintyj,

= VT j—j+2 T Vijs1 Tk jr1i—js2 T Vija2Tjro—jra + o+ VinThojia

= Vij Tz + Vije1 Tz T Vijaa Tia + -+ Uin Tin—js2»

= 27 Vir Tr—j+2 - (15)

Selanjutnya, dengan menggunakan persamaan (15) diperoleh:

Py = Z Vir Trr—js2)

r=j

(] 1) = ][( ) k(l 1) (r+1) (r+2)] T —j+2:

Jadi dengan menggunakan persamaan (15) dapat diperoleh persamaan (14).

Selanjutnya, dari pendefinisian matriks V,;1(k) pada persamaan (12) diperoleh teorema
berikut.
Teorema 4. Jika untuk setiap neN dengan matriks V,;1(k) yang didefinisikan pada

persamaan (12), matriks Pascal P, yang didefinisikan pada persamaan (2) dan matriks
tribonacci ke—k T, (k) yang didefinisikan pada persamaan (6), maka 7y, (k) = V,; * (k) B,.
Bukti. Hal ini cukup dengan membuktikan bahwa T;,(k) P;* = V;1(k), seperti pada

Teorema 2.

4. Kesimpulan
Dalam artikel ini, didapatkan bentuk umum matriks k-tribonacci dan
mendefinisikan matriks baru V,(k). Selain itu, dengan menggunakan matriks baru
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tersebut diperoleh faktor dari matriks Pascal P, melalui matriks k-tribonacci 7;, (k) dapat
dinyatakan sebagai B, = V,, (k) T, (k).
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