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Abstrak

Beberapa kajian terdahulu tentang pelabelan graceful titik telah banyak dilakukan.
Penelitian ini merupakan lanjutan dari penelitian sebelumnya. Adapun tujuan dari
penelitian ini adalah untuk menentukan pelabelan graceful titik pada graf-(7,8). Graf-
(7,8) merupakan graf dengan 7 titik dan 8 sisi. Penelitian ini dibatasi pada graf
sederhana terhubung dan berhingga. Jenis penelitian ini adalah penelitian deskriptif
kualitatif, teknik yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian kepustakaan
dan teknik analisis data yang dipakai yaitu teknik analisis data non statistik. Dalam
kajian ini, akan ditunjukkan bahwa dari 16 graf-(7,8) yang tidak isomorfik, semuanya
merupakan pelabelan graceful titik dengan rincian pada graf M1 terdapat 48 graf; M2
terdapat 16 graf; M3 terdapat 20 graf; M4 terdapat 20 graf; M5 terdapat 32 graf; M6
terdapat 24 graf; M7 terdapat 28 graf; M8 terdapat 8 graf; M9 terdapat 40 graf; M10
terdapat 48 graf; M11 terdapat 24 graf, M12 terdapat 64 graf; M13 terdapat 32 graf;
M14 terdapat 16 graf; M15 terdapat 16 graf; M16 terdapat 20 graf.

Kata Kunci: Graf-(7,8), graceful titik, pelabelan.
Abstract

Several previous studies on vertex graceful labeling have been conducted. This study is a
continuation of previous studies, the purpose of this study is to determine vertex graceful
labeling on graph-(7,8). Graph-(7,8) is a graph with 7 vertices and 8 edges. This study is
limited to simple connected and finite graphs. This type of research is qualitative descriptive
research, the technique used in this study is library research and the data analysis technique
used is non-statistical data analysis technique. In this study, it will be shown that of the 16
graph-(7,8) that are not isomorphic, all are vertex graceful labeling, with details: in graph M1
there are 48 graphs; M2 contains 16 graphs; M3 contains 20 graphs; M4 contains 20 graphs;
M5 contains 32 graphs; M6 contains 24 graphs;, M7 contains 28 graphs; M8 contains 8
graphs; M9 contains 40 graphs; M10 contains 48 graphs;, M11 contains 24 graphs;, M12
contains 64 graphs; M13 contains 32 graphs;, M14 contains 16 graphs; M15 contains 16
graphs; M16 contains 20 graphs.
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1. Pendahuluan

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leunhard Euler pada tahun 1936,
merupakan seorang matematikawan yang berkebangsaan Swiss. Ketika itu Euler
berupaya memecahkan masalah jembatan Konigsberg yang berada di Eropa[1]. Salah satu
tema dari teori graf yang berkembang pesat yaitu pelabelan graf. Pelabelan graf ini
pertama kali diperkenalkan oleh Sadlak pada tahun 1964, dilanjutkan Stewart pada tahun
1966 dan Kotzig Rosa tahun 1970[2]. Pemanfaatan pelabelan graf dapat diterapkan pada
berbagai bidang keilmuan seperti teori pengkodean, radar, desain sirkuit, manajemen
basis data, pertukaran pesan rahasia, dan kriptografi[3].

Pelabelan dari graf G(V,E) merupakan suatu fungsi bijektif dari VUE ke
himpunan bilangan asli (N). Dimana domain dari pelabelan merupakan pelabelan titik
(atau pelabelan sisi). Jika domain merupakan gabungan dari himpunan titik dan sisi,
maka dinamakan pelabelan total [4]. Pelabelan yang sangat terkenal salah satunya adalah
pelabelan graceful. Terdapat bermacam pelabelan graceful, diantaranya yaitu pelabelan
graceful titik, pelabelan graceful sisi, pelabelan super sisi graceful, pelabelan graceful kuat,
dan masih banyak lagi. Suatu graf G dengan banyak p titik dan g sisi merupakan
pelabelan graceful jika ada fungsi injektif f:V — {0,1,---,p} sehingga f*: E(G) = {1,2,-,q}
yang didefinisikan sebagai f*(e;) = |f(vj) - f(vk)| dimana e; = (vj,vk); j,kef{1,2,..,p}
adalah fungsi surjektif [5].

Suatu graf G disebut pelabelan graceful titik jika terdapat pelabelan f:V(G) —
{1,2,--,p} sedemikian hingga ada pelabelan f*:E(G) - Z, yang didefinisikan dari
ft ((vj, vk)) = (f(vj) + f(vk)) mod q disebut fungsi bijektif [5]. Pada penelitian ini nilai p
adalah 7 dan nilai g adalah 8. Penelitian terkait dengan pelabelan graceful sudah banyak
dilakukan, diantaranya: Pelabelan Super Graceful untuk Beberapa Graf Khusus oleh
Anjani dkk (2012) [6]; Pelabelan Vertex-Graceful pada Beberapa Graf oleh Medika dkk
(2019) [7]; Nilai Total Ketakteraturan Titik pada Graf Seri Paralel sp(m,1,3) oleh Marzuki
dkk (2020) [8]; Extending of Edge Even Graceful Labeling of Graphs to Strong -Edge Even
Graceful Labeling oleh Zeeneldeen dkk (2021)[9]; Pelabelan vertex-graceful pada graf-(6, 8)
Oleh Medika dkk (2022) [10]; Graceful Labeling on Thorny-Snake Graphs oleh Maryana
(2022) [11]; Kemampuan Mahasiswa dalam Membuktikan Teorema pada Pelabelan
Graceful Graph A-Bintang oleh Sumardi dkk (2022)[12]; Pelabelan Odd-Graceful pada Graf
Produk Sisir oleh Daniel dkk (2022)[13]; Pelabelan Anggun Graf Berlian Rangkap
Berbintang, Beberapa Kelas Graf Pohon dan Graf Corona Khusus oleh Affifah dkk (2023)
[14]; Algoritma Pelabelan Graceful untuk Graf Bintang Multi-Level oleh Pakpahan dkk
(2024) [15]; Pelabelan Vertex-Graceful pada Graf-(5, 7) oleh Medika dkk (2024)[16].
Berdasarkan uraian tersebut, peneliti tertarik untuk melanjutkan kajian tentang Pelabelan
Graceful Titik pada Graf-(7,8). Graf-(7,8) yaitu graf yang mempunyai 7 titik dan 8 sisi

2. Metode Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian deskriptif.
Penelitian deskriptif adalah penelitian yang dimaksudkan untuk menyelidiki keadaan,
kondisi atau hal lain yang sudah disebutkan, yang hasilnya dipaparkan dalam bentuk
laporan penelitian [17]. Penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif. Selain itu, jenis
penelitian ini adalah penelitian deskriptif kualitatif. Penelitian deskriptif kualitatif ini
dilakukan dengan mengumpulkan kata dan frasa dari individu, buku, dan sumber lain
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[18]. Tujuan utama penelitian kualitatif adalah memahami dan mengembangkan
fenomena utama yang diteliti untuk mencapai pemahaman lebih dalam dan
menemukan keunikannya [19].

Data sekunder merupakan data yang diperoleh atau dikumpulkan oleh peneliti
dari berbagai sumber yang telah ada [20]. Subjek penelitian ini yaitu pelabelan graceful
titik dan juga graf-(7,8). Sumber data primer yaitu buku dan literatur yang berhubungan
dengan pelabelan graceful titik dan juga graf-(7,8). Sedangkan sumber data sekunder yaitu
beberapa buku, beberapa jurnal dan tugas akhir serta literatur ilmiah yang mendukung
dan berkaitan dengan pelabelan graceful titik pada graf-(7,8) ini.

Teknik yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian kepustakaan (study
literature), merupakan proses mencari, membaca, memahami dan menganalisis berbagai
literatur yang berkaitan dengan hasil penelitian atau penelitian yang relevan dengan
penelitian yang dilakukan [18]. Studi pustaka merupakan teknik pengumpulan data
dengan mengadakan studi penelaah terhadap buku-buku, literatur-literatur, catatan-
catatan, dan laporan-laporan yang ada hubungannya dengan masalah yang dipecahkan
[21].

Teknik analisis data yang dipakai yaitu teknik analisis data non statistic, dimana
teknik ini dilakukan dengan cara dipaparkan, ditabulasi serta ditafsirkan/ disimpulkan.
Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam menganalisis data pada penelitian ini
yaitu: 1. Mendefinisikan graf-(7,8); 2. Menetapkan jumlah graf-(7,8) berbeda yang tidak
isomorf; 3. Menerapkan operasi graf sesuai dengan definisi pelabelan graceful titik; 4.
Melabeli semua titik dan sisi yang ada pada semua graf-(7,8) yang telah ditetapkan; 5.
Menentukan graf-(7,8) yang merupakan pelabelan graceful titik; 6. Melaporkan hasil.

Adapun definisi dari graf-(7,8) adalah graf dengan 7 titik dan 8 sisi, selanjutnya
peneliti menetapkan jumlah graf-(7,8) berbeda yang tidak isomorf yaitu sebanyak 16 graf,
selanjutnya akan diterapkan pelabelan graceful titik pada masing-masing graf tersebut,
dilabeli dan ditentukan graf-(7,8) yang merupakan pelabelan graceful titik

3. Hasil dan Pembahasan

Teorema 3.1 Dari 16 graf-(7,8) seperti yang ditunjukkan pada Gambar 1 semuanya
memuat pelabelan graceful titik.
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A
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Gambar 1. Graf-(7,8)

Bukti. Pada masing-masing graf My, My, ..., M16, karena memiliki 7 titik (7 angka) maka
terdapat 7 faktorial yaitu 5040 kemungkinan susunan angka.

a) Untuk graf M; (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(M) = {vy, v,, 3, V4, Vs, Ve, V7}
o

Gambar 2. Tlustrasi V(M,)
- Kemungkinan pertama, definisikan f:V(M;) - {1,2,3,4,5,6,7}.
vy = 1Lv, > 2,30 3,v 5 4,05 5050 6,0, > 7dan fT: E(My) > Z; dimanaq = 8,
(v, v¢) » (f(vj) + f(vk)) mod8, j#k dan f*(-mod): E(M;) - {min{f(v;) +
fv}, ...,maks{f(vj) + f(vi)}; (vj,vk) - f(vj) +f(ve), j#*k
Akan ditunjukkan apakah pelabelan di atas merupakan pelabelan graceful titik.

5 V3, U @ (v, v, @
Gambar 3. Ilustrasi Pelabelan Graceful Titik Graf M,(1)
Dari definisi fungsi diperoleh
fH((vy,v2)) = (f(wv1) + f(v,)) mod 8 = (1 +2) mod 8 =3
fH((vy,v3)) = (f(vy) + f(v3)) mod 8 = (1 + 3) mod 8 = 4
fH((wy,vs)) = (F(vy) + f(vy)) mod 8 = (1 +4) mod 8 =5
fH((vg,v3)) = (f(v) + f(v3)) mod 8 = (24 3) mod 8 = 5
fH((vs,vs)) = (f(w3) + f(vy)) mod 8 = (3+4) mod 8 =7
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fH((wavs)) = (f(vy) + f(vs)) mod 8 = (44 5) mod 8 = 1

fH((ws,v6)) = (f(vs) + f(vs)) mod 8 = (5 + 6) mod 8 = 3

(e, v7)) = (f(ve) + f(v;)) mod 8 = (6 + 7) mod 8 =5
Dengan memasukkan nilai-nilai di atas, diperoleh graf yang sudah dilabeli sebagai
berikut:

Gambar 4. Pelabelan Graceful Titik Graf M, yang sudah dilabeli (I)
Karena ada beberapa sisi yang mempunyai label yang sama maka pelabelan di atas
bukanlah pelabelan graceful titik. Pelabelan graf di atas dapat ditulis dalam bentuk tabel,
seperti tampak pada Tabel 1 sebagai berikut:

Tabel 1. Pelabelan Graceful Titik Graf M, (I)

f fr Ket
vy U, V3 vy Us Ve vy (,1p) (01,v3) (V,vs) (V2,v3) (V3,v4) (Va,vs) (Vs,v6) (Ve v7)
12 3 4 5 6 7 3 4 5 5 7 1 3 5  Tidak
Keterangan:

“Tidak” berarti pelabelan tersebut bukan pelabelan titik graceful karena ada beberapa
sisi yang mempunyai label yang sama.
Dengan cara sama seperti cara di atas (kemungkinan pertama), untuk kemungkinan
kedua sampai kemungkinan ke-5040 agar lebih detil digunakan tabel untuk memeriksa
apakah suatu graf tersebut graceful atau tidak. Dari 5040 kemungkinan pada graf M; hanya
48 susunan angka yang merupakan pelabelan graceful titik.

Tabel 2. Pelabelan Graceful Titik Graf M,

No vl v2 v3 v4 v5 v6 v7 vlv2 vlv3 vlvd v2v3 v3v4d v4v5 v5v6 V6, V7
37 1 2 4 6 3 5 7 5 1 2 4 6 3 5 7
174 1 3 5 2 7 6 4 6 1 3 5 2 7 6 4
240 1 3 7 6 5 4 2 0 1 3 7 6 5 4 2
254 1 4 2 6 3 7 5 6 1 4 2 6 3 7 5
457 1 5 7 2 3 4 6 1 1 5 7 2 3 4 6
490 1 6 2 4 5 7 3 2 1 6 2 4 5 7 3
534 1 6 4 2 7 5 3 6 1 6 4 2 7 5 3
674 1 7 5 2 3 6 4 2 1 7 5 2 3 6 4
974 2 4 1 6 3 7 5 6 2 4 1 6 3 7 5
1026 2 4 5 6 7 3 1 2 2 4 5 6 7 3 1
1210 2 6 1 4 5 7 3 2 2 6 1 4 5 7 3
1285 2 6 5 4 1 3 7 5 2 6 5 4 1 3 7
1493 3 1 5 2 7 4 6 5 3 1 5 2 7 4 6
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Dari Tabel 2 dapat dilihat bahwa pada graf M; terdapat 48 pelabelan graceful titik. Jadi,

graf M; merupakan pelabelan graceful titik.

b) Untuk graf M, (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(M;) = {vy,v;, V3, V4, Vs, Vg, V7 }
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Gambar 5. Ilustrasi V(M)
Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah suatu graf
tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 16 yang
merupakan pelabelan graceful titik.

¢) Untuk graf M3 (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(M3) = {vy, v,, V3, V4, Vs, Ve, V7}

Gambar 6. Ilustrasi V(M3)
Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah suatu graf
tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 20 yang
merupakan pelabelan graceful titik.
d) Untuk graf M, (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(My) = {vy, v,, v3, V4, Vs, Ve, V7 }

L

7]

©

—0—0

Gambar 7. Ilustrasi V(M,)
Dengan cara sama seperti cara di atas diperoleh tabel untuk memeriksa apakah suatu graf
tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 20 yang
merupakan pelabelan graceful titik.

e) Untuk graf M5 (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(Ms) = {vy, v,, v3, Vs, Vs, Vs, V7 }
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Gambar 8. Ilustrasi V(Ms)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 32
yang merupakan pelabelan graceful titik.

f) Untuk graf Mg (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(Mg) = {v, v,, V3,4, Vs, Vs, V7 }

Gambar 9. Ilustrasi V(M)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 24
yang merupakan pelabelan graceful titik.

g) Untuk graf M, (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(M) = {vy, v,, V3, V4, Vs, V6, V7}

Gambar 10. Ilustrasi V(M)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 28
yang merupakan pelabelan graceful titik.

h) Untuk graf Mg (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(Mg) = {v4, vy, V3, V4, Vs, Vg, V7 }
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Gambar 11. Ilustrasi V(Mg)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 8
yang merupakan pelabelan graceful titik.

i) Untuk graf Mg (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(Mg) = {v, v,, V3,4, Vs, Vs, V7 }

2

Gambar 12. Ilustrasi V(M)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 40
yang merupakan pelabelan graceful titik

j) Untuk graf My (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(Myg) = {vy, V3, V3, V4, Vs, Ve, V7}

P ®

; ©

0
Gambar 13. Ilustrasi V(M)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 48
yang merupakan pelabelan graceful titik.

k) Untuk graf My, (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(My1) = {v4, V3, V3, V4, Vs, Vg, V7}
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Gambar 14. Ilustrasi V(M,)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 24
yang merupakan pelabelan graceful titik.

1) Untuk graf My, (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(M;) = {vy, vy, V3, V4, Vs, Vg, U7}

2

Gambar 15. Ilustrasi V(M ;)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 64
yang merupakan pelabelan graceful titik.
m) Untuk graf M3 (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(M3) = {vy, vy, V3, V4, Vs, Vg, U7}

2

Gambar 16. Ilustrasi V(M3)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 32
yang merupakan pelabelan graceful titik.

n) Untuk graf My, (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(My4) = {vq, V3, V3, V4, Us, Vs, U7}
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Gambar 17. Ilustrasi V(M,4)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 16
yang merupakan pelabelan graceful titik.

0) Untuk graf M;5 (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(Mys) = {v, v, V3, V4, Vs, Vs, V7 }

P &

g O—
Gambar 18. Ilustrasi V(M 5)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa apakah
suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan hanya 16
yang merupakan pelabelan graceful titik.

p) Untuk graf M;¢ (ada 5040 kemungkinan). Misalkan V(M1¢) = {v1, V2, V3, V4, Vs, Vg, V7 }

2

Gambar 19. Ilustrasi V(M)
Dengan cara sama seperti cara sebelumnya diperoleh tabel untuk memeriksa
apakah suatu graf tersebut pelabelan graceful titik atau tidak. Dari 5040 kemungkinan
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hanya 20 yang merupakan pelabelan graceful titik. Jadi, dari 16 graf-(7,8) seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 1 semuanya merupakan pelabelan graceful titik.

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari pembahasan, dapat disimpulkan bahwa pada graf-(7,8)
terdapat 16 graf yang tidak isomorfik, yang mana semua grafnya merupakan pelabelan
graceful titik, dengan rincian: Pada Graf M1 hanya 48 graf yang merupakan pelabelan
graceful titik; Pada Graf M2 hanya 16 graf ; Pada Graf M3 hanya 20 graf; Pada Graf M4
hanya 20 graf; Pada Graf M5 hanya 32 graf; Pada Graf M6 hanya 24 graf; Pada Graf M7
hanya 28 graf; Pada Graf M8 hanya 8 graf; Pada Graf M9 hanya 40 graf; Pada Graf M10
hanya 48 graf; Pada Graf M11 hanya 24 graf; Pada Graf M12 hanya 64 graf; Pada Graf
M13 hanya 32 graf; Pada Graf M14 hanya 16 graf; Pada Graf M15 hanya 16 graf; Pada
Graf M16 hanya 20 graf yang memuat pelabelan graceful titik.
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