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Abstrak

Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis penyebaran penyakit antraks pada ternak
dengan tipe SVEIQR, yaitu dengan perlakuan berupa vaksinasi, karantina dan
pengobatan. Untuk tujuan tersebut akan ditentukan titik tetap dan bilangan
reproduksi dasar. Ada dua titik tetap, yaitu titik tetap tanpa penyakit dan titik tetap
endemik. Berdasarkan hasil analisis pada model diperoleh bahwa titik tetap tanpa
penyakit bersifat stabil asimtotik local ketika reproduksi dasar bernilai kurang dari
satu dan titik tetap endemik bersifat stabil asimtotik lokal ketika reproduksi dasar
bernilai lebih dari satu. Simulasi numerik yang dilakukan menunjukkan hasil yang
sesuai dengan sifat kestabilan pada titik tetap tanpa penyakit dan titik tetap endemik.

Kata Kunci: Analisis kestabilan, penyakit antraks, sistem dinamik, titik tetap.

Abstract

This study aims to analyze the spread of anthrax in livestock with the SVEIQR type, namely
by treatment in the form of vaccination, quarantine and treatment. For this purpose a
equilibrium point and basic reproduction number will be determined. There are two
equilibrium points, namely the disease-free equilibrium point and the endemic equilibrium
point. Based on the results of the analysis on the model, it was found that the disease-free
equilibrium point is locally asymptotically stable when basic reproduction number less than
one and the endemic equilibrium point is locally asymptotically stable when basic reproduction
number more than one. Numerical simulations performed show results that are in accordance
with the characteristics of stability at disease-free equilibrium point and endemic equilibrium
point.

Keywords: Stability analysis, anthrax disease, dynamical system, equilibrium point.
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1. Pendahuluan

Peternakan adalah kegiatan memelihara hewan ternak dengan tujuan untuk
dibudidayakan dan memperoleh keuntungan dari hasilnya. Sektor peternakan
memegang peranan penting dalam pemenuhan kebutuhan pangan bagi masyarakat [1].
Usaha peternakan, jika dijalankan dengan baik dan berwawasan ekonomi, dapat menjadi
motor penggerak ekonomi yang berkerakyatan. Usaha peternakan dapat meningkatkan
pendapatan dan kesejahteraan masyarakat, terutama masyarakat peternakan [1][2].
Namun, perlu diwaspadai faktor-faktor yang dapat menimbulkan kerugian dalam usaha
peternakan.

Serangan berbagai jenis penyakit ternak merupakan salah satu risiko utama yang
harus diperhatikan oleh para peternak [3]. Penyakit ternak dapat menjadi penghambat
serius bagi produksi dan reproduksi hewan ternak. Penyakit yang bersifat menular dapat
dengan cepat menyebar di antara populasi ternak dan menyebabkan kerugian yang besar.
Oleh karena itu, penanganan penyakit hewan harus dilakukan secara cepat, tepat, dan
efektif [4]. Salah satu kebijakan kesehatan hewan yang penting adalah melindungi
budidaya ternak dari ancaman wabah penyakit, terutama terhadap penyakit strategis.

Salah satu jenis penyakit hewan menular strategis adalah antraks (radang limpa)
[5]. Antraks adalah penyakit hewan menular yang serius dan mematikan yang
disebabkan oleh bakteri Bacillus Anthracis [6][7]. Bakteri ini dapat membentuk spora yang
tahan lama dalam lingkungan dan dapat bertahan selama bertahun-tahun. Antraks dapat
menyerang berbagai jenis hewan ternak, terutama hewan herbivora [8][9] seperti sapi,
kambing, domba, kerbau, dan kuda. Namun, hewan liar seperti gajah, kijang, dan hewan
herbivora lainnya juga dapat terinfeksi oleh penyakit ini.

Pencegahan penyakit antraks pada ternak perlu dilakukan secara teratur dan
berkelanjutan. Kolaborasi dengan pihak berwenang dan dinas peternakan setempat
sangat penting dalam upaya pencegahan dan pengendalian penyakit antraks. Vaksinasi
secara rutin pada daerah yang pernah terjangkit antraks merupakan salah satu langkah
untuk membantu mencegah terjadinya wabah penyakit tersebut. Pencegahan penyebaran
penyakit antraks dapat dilakukan dengan beberapa cara [10], diantaranya adalah
vaksinasi secara rutin, menghindari kontak langsung dengan hewan yang telah terinfeksi,
melakukan karantina terhadap ternak yang telah terjangkit penyakit, dan pemberian obat
antibiotik terhadap ternak yang terjangkit penyakit antraks.

Penyebaran penyakit menular dapat dimodelkan secara matematis dengan tujuan
memprediksi pola penyebaran penyakit dan menentukan tindakan yang efektif dan
efisien untuk menanggulangi penyebaran penyakit tersebut. Dengan demikian, dapat
dilakukan upaya berupa pencegahan dan pengobatan agar penyakit antraks pada ternak
dapat dikendalikan [11]. Penelitian terhadap model penyebaran penyakit antraks pada
ternak telah banyak dilakukan oleh para ahli, diantaranya penelitian tentang model
penyebaran penyakit antraks dengan kasus manusia yang terinfeksi dan vaksinasi pada
ternak [4] dan penelitian tentang model penyebaran penyakit antraks dengan vaksinasi
dan pengobatan [11]. Penelitian terdahulu belum melakukan analisis tentang model
penyebaran penyakit antraks pada ternak dengan karantina. Sehingga dalam penelitian
ini dilakukan modifikasi analisis model penyebaran penyakit antraks dengan vaksinasi,
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karantina dan pengobatan. Sehingga dapat diketahui pengaruh vaksinasi, karantina dan
pengobatan terhadap dinamika penyebaran penyakit antraks dalam populasi ternak.

2. Metode Penelitian
Penelitian ini adalah penelitian studi literatur yang bertujuan untuk menganalisis

model penyebaran penyakit antraks pada ternak. Penelitian ini menganalisis model
matematika penyebaran penyakit antraks pada ternak dengan tipe SVEIQR pada Alam
dan Sugiarto [12] yang merupakan pengembangan dan modifikasi model Asikin [11]
dengan berdasarkan pedoman Ditjen PKH [10]. Populasi ternak dalam penelitian ini
terbagi dalam enam kompartemen/kelas, yaitu kelas rentan (S), kelas tervaksin (V), kelas
terekspos (E), kelas terinfeksi (I), kelas terkarantina (Q), dan kelas sembuh (R).
Selanjutnya, diperoleh diagram alir penyebaran penyakit antraks yang terdiri atas enam
kompartemen. Diagram alir pembagian kompartemen model dapat dilihat pada Gambar
1.

Perumusan model matematika penyebaran penyakit antraks dalam penelitian ini
menggunakan batasan atau pertimbangan sebagai berikut:
Rekrutmen kelahiran hanya terjadi pada individu pada kelas rentan;
Vaksinasi diberikan pada individu pada kelas rentan;
Karantina dilakukan pada individu pada kelas terinfeksi;
Pengobatan hanya diberikan pada individu pada kelas terinfeksi;
Individu yang dikarantina yang terinfeksi dapat sembuh dengan tanpa pengobatan;
dan
6. Individu yang telah sembuh memiliki kekebalan terhadap penyakit antraks.
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Gambar 1. Diagram Alir Penyebaran Penyakit Antraks pada Ternak

3. Hasil dan Pembahasan
3.1 Model Matematika

Penyebaran penyakit antraks selanjutnya dirumuskan ke dalam model matematika

sebagai berikut:
dS—A A+y+ws
dr yTH
av
—=vS—-AA-Db)V —puV
ik M
E=A5+A(1—b)V—(£+,u)E
dl
azeE—(9+v+n+,u)I
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N

Penelitian ini menggunakan nilai parameter seperti dapat dilihat pada Tabel 1
berikut:

Tabel 1. Nilai Parameter Model

Parameter Keterangan Nilai Sumber
A Laju rekrutmen kelahiran pada ternak 1.200 [12]
B Laju penularan bakteri Bacillus antracis 0,05601047 [6]
) Parameter infeksi dari ternak yang dikarantina 0,15 [12]
14 Laju vaksinasi pada ternak 0,15-0,95 [12]
b Efektivitas vaksinasi yang digunakan 0,45-0,95 [12]
€ Laju perpindahan ternak terpapar ke dalam kelas terinfeksi 0,6 [6]
0 Laju karantina pada ternak 0,15-0,95 [12]
v Efektivitas pengobatan 0,05 [6]
n Laju penyembuhan ternak terinfeksi 0,0025 [6]
T Laju penyembuhan ternak yang dikarantina 0,0025 [12]
U Laju kematian alami pada ternak 0,0004 [6]

Selanjutnya, dilakukan penentuan titik tetap dan sifat kestabilan dari model
matematika hasil modifikasi.

3.2 Penentuan Titik Tetap

Sistem Persamaan (1) memiliki titik tetap yang diperoleh melalui penyelesaian
persamaan B_T_&_d_d_dk_, Selanjutnya, diperoleh dua jenis titik tetap
at — dt  dt dt dt adt

berupa titik tetap bebas penyakit
T°(S,V,E,[,Q,R) = (5°,V°0,0,0,0)

dimana
A A
§9=—— dan V0= —1"—_
Y+u uly +uw
dan titik tetap endemik
T*(S,V,E,I,Q,R) = (§",V*,E*,I"',Q",R")
dimana
. A . eE —nl
S Aty 4y R EN
. ¥S 61
V= —————— Q* = .
(1-b)A+pu T+ U
*_AS+(1—b)AV R*_TQ-I-UI-I-T]I
B e+p H '

3.3 Bilangan Reproduksi Dasar

Penentuan bilangan reproduksi dasar (R;) menggunakan pendekatan matriks
generasi berikutnya [13]. Bilangan reproduksi dasar ditentukan dengan didasarkan pada
subpopulasi-subpopulasi penyebab infeksi [14][15], sebagai berikut:
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EZAS+A(1 —b)V — (e + WE
I
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d
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Selanjutnya, ditentukan vektor F; dan V; berdasarkan sistem Persamaan (2) sebagai

berikut:
F1 AS + A(1-b)V
ne(z)-(" )
F3 0

Vi (e + WE
Vi=<V2)= —eE+O@+v+n+pl
Vs —0I + (t+ wQ
Sehingga, diperoleh matriks F dan V sebagai berikut:

0 BA 6BA
F= <0 0 0 )
0 0 0
dimana

Az((l—b)yﬂt)
y+u

I, 0 0
V= <—£ L, O)
0 -6 I
dimana

L=¢e+yu, =1+
L=04+v+n+y
Selanjutnya, ditentukan matriks G, dengan G = FV ! sebagai berikut:

Gy Gz Gy3
G=0 0 0

dan

0 0 0
dimana
o = efA  €96BA
"L g
GlZ = E + Lls ) dan
IBA
Gi3 =

I3
Nilai R, adalah nilai eigen dominan pada matriks G, yaitu:
ABe(ks + 66)

0= —————= =Ry + Ry’
Llals

dimana
ABe ABedo
Ryl = — dan R,? = :
O oL Y T UL,

3.4 Analisis Kestabilan Titik Tetap
Bagian ini memaparkan sifat-sifat kestabilan titik tetap model penyebaran penyakit
antraks, yaitu titik tetap tanpa penyakit T° dan titik tetap endemik T*.
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Teorema 1. Jika R, < 1 maka titik tetap tanpa penyakit T° untuk sistem Persamaan (1)
bersifat stabil asimtotik lokal.

Bukti. Melalui pelinearan sistem Persamaan (1) di sekitar T°, maka sifat kestabilan
0 = (4 _v4
T (SJVJEJIJQJR)_(y+u!u(y+u)l

Jacobi untuk titik tetap tanpa penyakit T° sebagai berikut:

Jiu 0 0 Jiu Jis O
Jo1 J22 0 Jas J2s 0\
| 0 0 Js3 Jaa Jzs O |

0,0,0, O) dapat diketahui. Selanjutnya, diperoleh matriks

J1°=1 0 0 Jus Ju O O
\ 0 0 0 Jsa Jss O /
0 0 0 Jea Jos Jes
dengan
Juiu = _()l; +40), J3s = BoA,
]14 = _ﬁ' ]43 =g,
BS
]15:_\[7}:1' Jaa=—(0 +v+n+p),
J21=v Jsa =06,
Jo2 = —1, , Jss = —(t + ),
Joa=—(1—-0) (ﬁ), Jea =T+,
—_(1-p) (B —
Js = -1 -b) (72), Jos =T,
]33 = _(E + ‘Ll), ]66 = —U.
J3a = BA,
Nilai eigen titik tetap tanpa penyakit T° diperoleh dengan cara | Jr, — A | =0, atau
]11 -1 0 0 ]14 ]15 0
Jor Ja2— A 0 J24 J2s 0
0 0 Jsz3—24  Jza I35 0 [_p
0 0 Ja3 Jaa — 2 0 0 ’
0 0 0 Jss Jss—4 0
0 0 0 Jea Jos  Jes =4
sehingga diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut:
U1 = D022 = DU = DA + a14* + azA + a3) =0 )
dengan

a, =L+L+13
a; =(1-ReHlly +1yls + 1515
as =1 -=Rplilyl;
Berdasarkan Persamaan (3), terdapat enam nilai eigen dengan tiga nilai eigen
bernilai negatif, yaitu:
M=Jn=-0+uw, 43=Jes =i
Ay =Ja22 = —H,
Sedangkan tiga nilai eigen lainnya dapat diperoleh melalui penyelesaian
persamaan berikut:
B+a A2 +aA+az)=0 (4)
Pesamaan (4) pada titik tetap T° bersifat stabil jika memenuhi kriteria Routh-
Hurwitz [16][17], berikut:
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a; > 0,a; > 0,dan a,a, > as.
Koefisien a; bernilai positif karena semua parameter bernilai positif. Koefisien az akan
bernilai positif ketika Ry < 1. Selanjutnya, jelas bahwa aja, > as. Jadi, terbukti bahwa
jika Ry < 1 maka titik tetap tanpa penyakit T° untuk sistem Persamaan (1) bersifat stabil
asimtotik lokal.

Teorema 2. Jika R, > 1 maka titik tetap endemik T™ bersifat stabil asimtotik lokal.

Bukti. Misalkan ¢ = f merupakan parameter bifurkasi. Berdasarkan kondisi Ry =1

mengakibatkan
. lilyls 5
==t ©
AE(k3 + 199)
Titik tetap T° memiliki satu nilai eigen nol dan lima nilai eigen negatif ketika R, = 1 atau
¢ = ¢*. Nilai eigen nol tersebut memiliki vektor eigen kanan (uy,u,,us, ug, us, ug) dan

vektor eigen kiri (vq, v, V3, Uy, Vs, Vg). Misalkan uz > 0, maka

&
U4 - I_U3 > 0,
2
0 ¢
Us = -~ U3 >0,
32 0
& &
Ug = (_+__)U3 > 0,
12 1312
Bp ¢ Béu 98)
u =—( - —Ju; <0
1 G+w2ly,  +w2igl) 3 T

_ Bep BedOu _ By e 3 Bys\ &6
w2 = <(12(Y+N)2 + 1213(}""#)2) +({1-b) (y+u) uly +(1-b) (V‘l'l«t) >u3 <0.

Selanjutnya misalkan v; > 0, maka
Vy) =V = Vg = O,

Vy = Al_ng > O,
2
ABS
Vg = li% > 0.
3
Berdasarkan persamaan Castillo-Chaves dan Song [16][18] didefinisikan
6 o f
k *
a= Z ViUl 5 (T° ¢*),dan
kij=1 v 6
2 (©)
K
= . TO, p*
k,i,j=1
dengan
xl:s’ xZZV; x3:E,
X4=I, x5=Qr x6=R.
dx @(x4 + 6x3)
f1=d—t1=/\—<—4N +y+u|x
dx @(x, + 6x3)
fz:d_tzzyxl_—4N > (1—b)x2_lle
dx; @(x4 + 6xs) @ (x4 + 6x5)
f3=d—t3= 4N Xy + 4N (1= b)x; — (e + 13
dx,
4=W=ex3—(6+v+n+,u)x5
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_dxs

fo = =0x — (T+ s
dxg
6 =E=TX5+UX4+7]x4—ﬂx6.
Berdasarkan persamaan (6) diperoleh

byug* béyue* bu¢p* b&u2g*

@ = s (st S+ s T gty SO gt ).
Karenavs, uy, us > 0dan uy,u, <0, maka a < 0 dan diperoleh

b = v3uyuA + v3usbA.
Karena v3, uy,us > 0 maka b > 0.
Nilai a dan b yang diperoleh memenuhi kriteria kasus 4 pada Teorema Castillo-Chavez
dan Song [16][18]. Akibatnya, ketika ¢ berubah dari ¢ < ¢*(Ry < 1) menjadi ¢ >
@*(Ry > 1), maka titik tetap endemik T* yang tidak stabil berubah dari negatif menjadi
positif dan stabil asimtotik lokal. Jadi, terbukti bahwa jika Ry > 1 maka titik tetap
endemik T* bersifat stabil asimtotik lokal.

3.5 Simulasi Numerik

Simulasi numerik pada model matematika penyebaran penyakit antraks dilakukan
untuk menunjukkan kestabilan dan memperlihatkan kembali sifat kestabilan dari titik
tetap dengan memasukan nilai-nilai parameter pada Tabel 2. Selain itu, simulasi numerik
dilakukan untuk mengetahui hal-hal yang terjadi dalam dinamika populasi. Dalam hal
ini, dinamika populasi ternak dan melakukan perubahan nilai parameter, yaitu pada
parameter yang memungkinkan untuk dikendalikan oleh manusia dalam upaya
pengendalian penyebaran penyakit antraks, diantaranya adalah parameter laju vaksinasi
(), kemanjuran vaksin (b), dan laju karantina (6).

Tabel 2. Variasi Nilai Parameter

Parameter R =<1 Ro > 1
Nilai Sumber Nilai Sumber
Y 0,45 Asumsi 0,25 Asumsi
b 0,85 Asumsi 0,55 Asumsi
0 0,60 Asumsi 0,20 Asumsi

Nilai parameter lain yang digunakan dalam simulasi numerik dapat dilihat pada
Tabel 1. Karena parameter yang dapat diubah dalam penelitian ini adalah parameter y, b
dan 6, maka nilai parameter yang diubah dalam penelitian adalah nilai parameter y, b
dan 6. Dinamika populasi diamati ketika kondisi Ry, < 1 dan ketika R, > 1. Nilai awal
yang digunakan adalah $(0) = 1.500,V(0) = 2.500, E(0) = 100,(0) = 100, Q(0) = 100,
dan R(0) = 100.

Sistem Persamaan (1) pada kondisi Ry, < 1 memiliki satu titik tetap tanpa penyakit.
Titik tetap diperoleh melalui penyelesaian secara numerik dengan menggunakan nilai
parameter pada Tabel 2 dengan R, = 0,414021 <1 dan titik tetap tanpa penyakit
TO(S = 2.664,3,V = 2,99734 x 10%,E = 0,4 = 0,/ = 0,R = 0). Linearisasi dan perhitungan
terhadap sistem Persamaan (1) di sekitar titik tetap diperoleh matriks Jacobi dan nilai
eigen untuk titik tetap tanpa penyakit, yaitu 4, = —0,69806, 1, = —0,55643, A3 =
—0,4504, 1, = —0,001715, A5 = —0,0004, dan 44 = —0,0004. Sehingga dapat disimpulkan
bahwa titik tetap tanpa penyakit bersifat stabil.

Vol. 9, No. 2, Juli 2023 Hal. 41-52 | DOI :https://dx.doi.org/10.24014/jsms.v9i2.21529


https://dx.doi.org/10.24014/jsms.v9i2.21529

led

3.0 e ——
4500 _—
15 /
4000
c £ /
5 g 20 /
£ 3500 0] /
[} 4 /
o €15 /
@ 3000 =
3 g /
& g 1ot
2500 g /
|
2000 05| f
|
/
|
1500 0o
0 10 20 0 40 50 60 0 5000 10000 15000 20000 25000
Waktu (Hari) Waktu {Hari)
100 100
80 80
. I
o e
o a
g & £ &
@ @
5 5
S 40 -]
o o
£ 2
0 0
0 0
0 10 0 0 40 50 60 0 10 0 0 40 50 60
Waktu {Hari) Waktu {Hari)
300
400
£ 250
5
§ 200 E 300
(=1 E
2 150 bl
g @ 200
= z
& a
g 100 5
100
2 5
0 0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 ] 5000 10000 15000 20000 25000
Waktu (Hari) Waktu (Hari)

Gambar 2. Dinamika Populasi Saat Kondisi R, < 1

Dinamika subpopulasi dengan populasi rentan (S), populasi tervaksin (V), populasi
terpapar (E), populasi terinfeksi (), populasi yang dikarantina (Q), dan populasi yang
pulih atau sembuh dari penyakit (R), menuju titik tetap tanpa penyakit T° seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 2. Populasi rentan dan populasi tervaksin mengalami kenaikan
secara terus-menerus hingga mencapai kestabilan di sekitar titik tetap masing-masing,
yaitu S =2.664,3 dan V =2,99734 x 10°. Populasi terpapar dan populasi terinfeksi
mengalami penurunan secara terus-menerus hingga mencapai kestabilan di sekitar titik
tetap E = I = 0. Sedangkan untuk populasi yang dikarantina dan populasi yang sembuh
dari penyakit mula-mula mengalami kenaikan, kemudian turun secara terus-menerus
hingga mencapai kestabilan di sekitar titik tetap Q = R = 0. Simulasi numerik yang
dilakukan menunjukkan hasil yang sama dengan Teorema 1, yaitu jika Ry < 1 maka titik
tetap tanpa penyakit T? bersifat stabil asimtotik lokal.

Selain memiliki titik tetap tanpa penyakit, sistem dinamik juga memiliki satu titik
tetap endemik. Titik tetap endemik dapat diperoleh melalui penyelesaian secara numerik
dengan menggunakan nilai parameter pada Tabel 2 dengan R, = 1,13211. Titik tetap
endemik adalah T*(S=4.790,09, V =2,64445 x 10°E = 233,685, = 554,412,Q =
38.235,3,R = 311.737).
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Gambar 3. Dinamika Populasi Saat Kondisi R, > 1

Linearisasi dan perhitungan terhadap sistem (1) di sekitar titik tetap, diperoleh
matriks Jacobi dan nilai eigen untuk titik tetap endemik, yaitu empat nilai eigen bernilai
negatif dan dua nilai eigen yang bagian realnya negatif, yaitu 4; = —0,633865, 1, =
—0,250517, A3 =—0,222332, A, = 0.0004, As = —0,000228437 —0,000336i, dan 4, =
—0,00022844 + 0,0003361i. Sehingga dapat disimpulkan bahwa titik tetap endemik
bersifat stabil.

Dinamika subpopulasi untuk kondisi R, > 1 ditunjukkan pada Gambar 3. Dinamika
populasi menunjukkan bahwa subpopulasi-subpopulasi stabil di sekitar titik tetap
endemik. Populasi rentan mengalami peningkatan secara terus-menerus hingga mencapai
kestabilan di sekitar titik tetap yaitu S = 4.790,09. Populasi tervaksin mengalami
peningkatan secara terus-menerus hingga mencapai kestabilan di sekitar titik tetap
V = 2,64445 x 10°. Populasi terpapar, populasi terinfeksi, populasi yang dikarantina dan
populasi sembuh mengalami fluktuasi, kemudian mencapai kestabilan di sekitar titik
tetap masing-masing, yaitu E = 233,685, = 554,412,Q = 38.235,3, dan R =311.737.
Simulasi numerik menunjukkan hasil seperti pada Teorema 2, yaitu jika R, > 1, titik tetap
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4. Kesimpulan

Penelitian ini merupakan analisis penyebaran penyakit Antraks pada ternak dengan
tipe SVEIQR menggunakan pemodelan matematika. Model pada penelitian ini
mempertimbangkan adanya vaksinasi terhadap ternak yang rentan, serta karantina dan
pengobatan terhadap ternak yang terinfeksi. Model yang dikembangkan dapat
menggambarkan penyebaran penyakit Antraks pada ternak. Hasil analisis terhadap
model matematika diperoleh dua titik tetap, yaitu titik tetap tanpa penyakit dan titik
tetap endemik. Jika kondisi bilangan reproduksi dasar kurang dari satu maka titik tetap
tanpa penyakit bersifat stabil asimtotik, sedangkan jika kondisi bilangan reproduksi dasar
lebih dari satu maka titik tetap endemik bersifat stabil asimtotik lokal. Simulasi numerik
terhadap dinamika populasi mengambarkan sifat-sifat kestabilan pada titik tetap model
penyebaran penyakit Antraks.
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