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ABSTRAK
Pada artikel ini dibahas cara mengkonstruksi lingkaran singgung luar segiempat tidak konveks dan pembuktian
kongkurensi dari 6 buah bisektor sudut dengan menggunakan teorema Ceva. Selanjutnya ditentukan panjang
jari-jari lingkaran singgung luar segiempat tidak konveks dengan menggunakan luas segiempat tidak konveks.
Penelitian ini membuktikan bahwa lingkaran singgung luar dapat dikonstruksi pada segiempat tidak konveks.

Kata kunci: Lingkaran singgung luar segitiga, lingkaran singgung luar segiempat konveks, teorema Ceva.

ABSTRACT
In this article discussed how to construct a tangent circle outside the not convex quadrilateral and proof the
concurrency of six bisector angle using Ceva theorem. Furthermore, the length specified radius tangent circles
outside the not convex quadrilateral with the area of not convex quadrilateral.. This study proves that the outer
circle tangent can be constructed on a quadrilateral is not convex.

Keywords: Tangent circle outside the triangle, circle tangent outer convex quadrilateral, Ceva theorem.

PENDAHULUAN

Dalam geometri dipelajari mengenai lingkaran singgung luar segitiga. Lingkaran singgung luar adalah
suatu lingkaran yang menyinggung salah satu sisi dari segitiga sebelah luar dan perpanjangan dua sisi lainnya.
Lingkaran singgung luar adalah suatu lingkaran yang menyinggung salah satu sisi dari segitiga sebelah luar dan
perpanjangan dua sisi lainnya. Lingkaran singgung luar terkadang disebut juga dengan lingkaran luar
(excircles). Definisi lingkaran singgung luar segitiga menurut Coxeter dan Greitzer[1] merupakan lingkaran
yang menyinggung sisi dan perpanjangan dari dua sisi lainnya.

Bukan hanya segitiga yang memiliki lingkaran singgung luar, segiempat juga memiliki lingkaran
singgung luar segiempat. Lingkaran singgung luar segiempat merupakan lingkaran yang menyinggung sisi
maupun perpanjangan sisi lainnya seperti yang ditulis oleh Martin [2],

Berdasarkan jurnal yang ditulis oleh Martin [3] dibahas tentang lingkaran singgung luar segiempat yang
lain. Namun belum ada yang membahas mengenai lingkaran singgung luar segiempat tidak konveks. Oleh
karena itu pada artikel ini dibahas mengenai kekonkurenan bisektor sudut dalam dan bisektor sudut luar
segiempat tidak konveks dengan menggunakan Teorema Ceva dan konkurensi bisektor sudut. Juga dibahas cara
mengkonstruksikan lingkaran singgung luar segiempat tidak konveks serta menentukan panjang jari-jari
lingkaran singgung luar segiempat tidak konveks.

METODOLOGI PENELITIAN

Dalam pengkontruksian lingkaran singgung luar segiempat ada beberapa metode yang harus dilakukann
diantara nya adalah membuktikan kekonkurenan keenam bisector sudut dalam dan bisector sudut luar dari
segiempat tidak konveks tersebut dengan menggunakan teorema Ceva. Dalam membuktikan konkurensi bisector
sudut pada segiempat (sudut internal) dan garis bagi external segiempat berpotongan disatu titik pada segiempat
tidak konveks ada beberapa langkah yaitu a. Buktikan AP, BP dan CP berpotongan di titik P, selanjutnya
buktikan AG’, B'H' dan DI'berpotongan di titik P’ dan setelah itu buktikan P = P’

Untuk menetukan panjang jari — jari lingkaran singgung luarnya terlebih dahulu akan dibuktikan bahwa
titik konkurensi tersebut memiliki jarak yang sama terhadap segiempat tidak konveks serta perpanjangan dua sisi
segiempat lainnya yaitu dengan membuktikan titik konkurensi AP, BP, CP dan DP memiliki jarak yang sama ke
sisi DC dan CB serta perpanjangan sisi AD dan AB. Kemudian akan panjang panjang jari — jari lingkaran
singgung luar segiempat tidak konveks dengan menggunakan luas segiempat tidak konveks.

Sedangkan untuk menentukan panjang sisi hasil kontruksi menggunakan perbandingan phytagoras
akan didapat panjang KC. Dengan mensustitusikan panjang KC didapat panjang BF dan DE.
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Lingkaran Singgung Luar Segitiga

Lingkaran singgung luar segitiga atau yang lebih dikenal dengan istilah excircle merupakan lingkaran yang
menyinggung sisi luar segitiga. Mashadi dalam [4] memberikan definisi dari lingkaran singgung luar segitiga
yaitu

Definisi 1 :
Lingkaran singgung luarpada suatu AABCadalah lingkaran yang menyinggung sebuah sisi segitiga dan
perpanjangan dua sisi lainnya

lHustrasi dari Definisi 2.1 dapat dilihat pada Gambar 2.1. Suatu AABC memiliki lingkaran singgung luar
yang berpusat di titik 0. Lingkaran tersebut menyinggung sisi BC di titik E, dan perpanjangan sisi AB dan AC
berturut-turut di titik F dan D.
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Gambar 1. Lingkaran Singgung Luar pada AABC

Kongkurensi Bisektor pada Lingkaran Singgung Luar Segitiga

Kongkurensi menunjukkan tiga buah garis yang berpotongan disatu titik dalam suatu segitiga. Sebelum
membuktikan kongkurensi bisektor sudut pada lingkaran singgung luar segitiga, terlebih dahulu dibahas tentang
Teorema Ceva. Teorema ceva merupakan salah satu cara untuk menunjukkan kongkurensi dari tiga buah garis.
Teorema Ceva yang digunakan yaitu kongkurensi di luar segitiga [4].

g O —@
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Gambar 2. Garis AG, BH dan CI Kongkuren di Titik ODiluar AABC

Teorema 1. (Teorema Ceva)
Jika titik G, H, dan I masing-masing adalah titik pada sisi BC, CA, dan AB maka garis AG, BH dan CI
berpotongan di satu titik jika dan hanya jika:

CG Bl AH
——=X—=X—-—==1
GB IH HC

Teorema Urquhart

Jika OA dan OB dua buah garis yang berpotongan di 0. Titik A’ suatu titik pada OA, serta B’ suatu titik pada
OB dan 0" merupakan perpotongan antara AB’ dengan A’B. Maka akan berlaku hubungan [7] yang ditulis
dalam Teorema 2.

Teorema 2
Diberikan 0A dan OB dua buah garis yang berpotongan di 0. Titik A’ suatu titik pada OA, serta B’ suatu titik
pada OB dan O’ merupakan perpotongan antara AB' dengan A’'B maka berlaku

OA+A0' =0B+B0' & 0A'+A'0' =0B'+ 0'B’
Bukti : Bukti lihat [7] Seperti pada gambar 3
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Gambar 3. llustrasi Teorema Urquhart dengan Penambahan sudut

Lingkaran Singgung Luar Segiempat konveks didepan sudut C

Tidak semua segiempat konveks dapat dibentuk lingkaran singgung yang berada di depan titik C. Oleh sebab itu
sebelum mengkonstruksi lingkaran singgung, maka haruslah diketahui syarat dari suatu segiempat yang
memiliki lingkaran singgung di depan titik C.

Syarat yang pertama agar suatu segiempat konveks memiliki lingkaran singgung luar di depan titik C
yaitu tidak ada sisi yang sejajar. Segiempat ABCD ( [ JABCD ) yang memiliki sepasang sisi yang sejajar yaitu
AD || BC. Jika dibuat perpanjangan dari masing-masing sisi [ JABCD maka sisi yang sejajar tersebut tidak akan
pernah berpotongan. Sehingga tidak mungkin dapat dibentuk lingkaran yang menyinggung dari semua
perpanjangan sisi [ JABCD. Seperti pada Gambar 4.

B
1

Gambar 4. Segiempat ABCD dengan AD || BC.

Selain tidak ada sisi yang sejajar juga ada syarat yang kedua yaitu penjumlahan dua sisi yang
berdekatan adalah sama [3].

Teorema 3
Suatu [ JABCD dengan panjang sisi AB = a,BC = d,CD = c dan AD = d akan mempunyai lingkaran singgung
luar di depan titik C jika dan hanya jika
a+b=c+d
Bukti: perhatikan Gambar 5, bukti lihat [3] .
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Gambar 5. Lingkaran Singgung Luar [ JABCD di Depan Titik C

Jari-jari Lingkaran Singgung Luar Segiempat
Seperti halnya lingkaran singgung luar segitiga, maka jari-jari lingkaran singgung luar segiempat juga dapat
dihubungkan dari luas segiempat [4].

Teorema 4
Sebuah lingkaran singgung luar segiempat dengan panjang sisi , b, c dan d mempunyai panjang jari-jari

_ L[ JABCD _ L[ JABCD
T a—-c¢  d-b

Bukti: Bukti lihat [3], perhatikan Gambar 6
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.
Gambar 6. Lingkaran Singgung dengan Jari-jari p

HASIL DAN PEMBAHASAN
Konstruksi Lingkaran Singgung Luar Segiempat Tidak konveks
Tidak semua segiempat tidak konveks dapat dibentuk lingkaran singgung luar yang berada di depan titik C.
Adapun Langkah-langkah dalam mengkonstruksi lingkaran singgung luar segiempat tidak konveks
adalah sebagai berikut:

a. Buatlah segiempat tidak konveks ABCD yang mempunyai panjang sisi AB = a,BC = b,CD = ¢ dan
AD = d dengan syarat semua sisinya tidak ada yang sejajar serta memenuhi persamaan a + b = ¢ + d.

b. Perpanjang sisi BC sehingga berpotongan dengaan AD di titik D', Dimana panjang AD'tidak boleh lebih dari
setengah AD. Kemudian perpanjang juga sisi DC sehingga memotong AB di titik B’, Dimana panjang
AB'tidak boleh lebih dari setengah AB dan jarak titik A ke titik C tidak boleh lebih panjang dari jari — jari
lingkaran singgung luar segiempat tidak konveks.

¢. Buatlah masing-masing garis bisektor sudut pada sudut-sudut internal, yaitu 2£A dan 2C, sudut-sudut
eksternal, yaitu sudut ZEDB dan 2CBF, serta 2 buah sudut yang terbentuk dari perpanjangan keempat sisi
segiempat. Keenam bisektor sudut tersebut akan berpotongan di titik P.

d. Dari titik P tersebut tarik garis yang tegak lurus ke perpanjangan sisi AD, beri nama titik V. Lalu lukis
lingkaran yang berpusat di P dan berjari-jari PV. Sehingga lingkaran tersebut menyinggung perpanjangan
sisi AB di titik V, perpanjangan AB di titik U, dan menyinggung BC di titik T dan DC di titik .

Gambar 7. Titik Pusat Lingkaran yang Terbentuk dari Perpotongan Enam Bisektor Sudut
Lingkaran Singgung Luar Segiempat Tidak konveks

Sebelum membahas mengenai lingkaran singgung luar segiempat tidak konveks, akan dibahas lebih
dulu kekonkurenan bisektor sudut luar dan bisektor sudut dalam segi empat tidak konveks.

Diberikan segiempat tidak konveks ABCD dengan panjang AB =a, BC = b, CD = ¢ dan DA =d.
Buatlah masing-masing garis bisektor sudut pada sudut-sudut internal, yaitu £A dan 2C, sudut-sudut eksternal,
yaitu sudut £EDB dan 2£CBF, Akan ditunjukan internal bisector dan eksternal bisektor tersebut konkuren di titk
P. perhatikan Gambar 8

22



Jurnal Sains Matematika dan Statistika, \Vol. I, No. 1, Januari 2015
ISSN 2460 - 4542

Gambar 8.Garis AP, BE, DF dan CP Kongkuren di Titik P

Bukti :

Perpanjang sisi BC sehingga berpotongan dengaan AD di titik D', Kemudian perpanjang juga sisi DC sehingga
memotong AB di titik B'. Tarik bisector 2BD'E sehingga memotong AB di titik I, keudian tarik bisector LDB'B
sehingga memotong AD di titik H Seperti pada Gambar 9

Gambar 9. Kekonkurenan AC, HB dan D'I

1. Akan ditunjukkan AC, HB dan D'I konkuren di titik P

(=) Perhatikan A AD'I dan A BD'I pada Gambar 3.3, memiliki tinggi yang sama yaitu h,, dan A API dan
A BPI memiliki tinggi yang sama yaitu h,, berdasarkan konsep luas A AD'P sama dengan luas A AD’I dikurang
luas A AD'P sehingga diperoleh

1
LAAD'] = 3 Al(hy — hy) €8]
Dengan cara yang sama padaA BD'P diperoleh
1
LABD'P = 2 BI(h, — hy) (2)

Dengan membandingkan persamaan (1) dan (2) diperoleh

LABD'P _BI 3
LAAD'P Al )
Dengan menggunakan cara yang sama, pada A APB dan A BD'P, diperoleh perbandingan
LAAD'B _ GD' 4
LABD'P  GB )
sedangkan pada AAPB dan A AD'P, diperoleh
LAAD'P _AH c
LAAD'B  D'H )
Jika persamaan (3), (4) dan (5) dikalikan maka diperoleh
D'G BI AH
—_— X — X — =
GB IA" HD'
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(<) Misalkan pada garis BC terdapat titik G', sehingga G # G’ diperoleh

D'G BI AH

—_— X —_— x _—

GB " IA” HD'

dan

D'G'" BI AH

= X=X — =

G'B " IA” HD'
D'G DG
GB G'B’
GB = G'B.

Hal ini mengakibatkan G = G', sehingga G dan G’ berhimpit. m

2. Akan ditunjukkan AG’, B'H' dan DI' konkuren di titik P’. Perhatikan Gambar10
a7

-z
—z
-
-

Gambar 10. Kekonkurenan AG’, B'H' dan DI’

Untuk membuktikan AG', B'H' dan DI' konkuren di titik P” dapat menggunakan langkah yang sama pada
pembuktian AP, B'P dan BE konkuren di titik P

3. karena ada dua titik konkuren P dan P’ akan ditunjukkan P = P’,
Perhatikan AAD'B dan AAB'D pada Gambar 11.. dengan menggunakan teorema Urquhart diperolah
K AAD'B = K AAB'D.
Dan dengan memisalkan s merupakan setengah dari keliling suatu segitiga maka
sAAD'B = s AAB'D
Perhatikan AAD'B. Buat lingkaran singgung luar dari AAD'B beri nama titik P sebagai titik pusatnya.
Misalkan lingkaran singgung tersebut menyinggung perpanjangan D'B di titik T, perpanjangan AD' di titik V
dan perpanjangan AB di titik U. Sehingga panjang jari-jari lingkaran yang berpusat di P yang dilambangkan
dengan 7, adalah
PT=PU=PV=rp (6)

Gambar 11. Segiempat ABCD yang Mempunyai Dua Buah Lingkaran Singung
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Karena setengah keliling suatu segitiga yang memiliki lingkaran singgung luar sama dengan panjang garis
singgungnya [6], maka
SAAD'B = AU
atau
SAAD'B = AV
Perhatikan AAB’D. Buat lingkaran singgung luar dari AAB'D beri nama P’ sebagai titik pusatnya.
Misalkan lingkaran singgung tersebut menyinggung perpanjangan AD di titik V', sisi B'D di titik W dan
perpanjangan AB’ di titik U’.  Sehingga panjang jari-jari lingkaran yang berpusat di P’ yang dilambangkan
dengan rp, adalah
P'U =PV =PW =1p (7)
Karena setengah keliling suatu segitiga yang memiliki lingkaran singgung luar sama dengan panjang
garis singgungnya [6], maka

sAAB'D = AU,
atau
SAAB'D = AV’
Karena sAAD'B = sAAB’D maka haruslah
Uu="uU, )
dan
V=V, )

Karena lingkaran yang berpusat di P dan P’ memiliki dua buah titik singgung yang sama yaitu di titik U dan V
maka haruslah
P'=P u

3. Tarik garis dari £C yang melalui titik P akan ditunjukkan CP bisektor 2DCB
Dengan menghubungkan titik C dan P maka terbentuk 2 buah segitiga yaitu A CIE dan A CEG yang memiliki

CI = CG (sisi), (10)
£CIE = £CGE (sudut), (11)
EI = EG (sisi). (12)
Berdasarkan persamaan (10), (11) dan (12) diperoleh
2ICE = £GCE,
Sehingga CE garis bisektor 2KCJ. Dengan demikian terbukti bahwa AE, BE, CE,DE,EJ dan EK kongkurensi.
|

Jari-jari Lingkaran Singgung Luar Segiempat

Untuk menentukan panjang jari — jari lingkaran luar segiempat tidak konveks dapat dihubungkan dengan luas
segiempat. Diberikan sebuah segiempat tidak konveks ABCD dengan sepanjang dengan panjang
AB =a,BC =b,CD =cdan DA =d.

Bukti: Perhatikan Gambar 12

Gambar 12. Lingkaran Singgung dengan Jari-jar iR,

L[JABCD = LAABP + LAADP — LABCP — LACDP (13)
1
L[JABCD = SRy (a+d—b~o),

25



Jurnal Sains Matematika dan Statistika, \Vol. I, No. 1, Januari 2015
ISSN 2460 - 4542

2L[JABCD

“Ta—c+d-b
dan karena a + b = ¢ + d diperoleh
_ L[JABCD _ L[JABCD
*" a—c¢  d-b "

KESIMPULAN
Mengkonstruksikan lingkaran singgung tidak hanya dapat dilakukan pada segitiga dan segiempat konveks saja
melainkan dapat juga dilakukan pada segiempat tidak konveks. Serta panjang jari — jari lingkaran luar segiempat
tidak konveks dapat dihubungkan dengan luas segiempat tidak konveks ABCD.
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