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ABSTRAK 

  
Makalah ini menggunakan metode kuasa invers dengan shift. Metode kuasa invers dengan shift merupakan 

suatu metode untuk mengaproksimasi nilai eigen tak dominan dan vektor eigennya dari suatu matriks. Nilai 

eigen dikatakan tak dominan jika ada salah satu nilai mutlak terkecil dari nilai mutlak eigen lainnya. Hasil 

yang diperoleh yaitu nilai eigen tak dominan dari matriks semi definit adalah . Pada matriks indefinit 

diperoleh nilai eigen tak dominan adalah        . Nilai shift sangat bepengaruh terhadap nilai eigen tak 

dominan yang dihasilkan. Semakin nilai shift mendekati nilai eigen tak dominan, maka hampiran nilai eigen 

tak dominan semakin mendekati nilai eigen tak dominan yang eksak. Sehingga lebih baik jika nilai shift yang 

diperkirakan sangat mendekati nilai eigen tak dominan. 

 
Kata Kunci: Matriks Semi Definit, Matriks Indefinit, Metode Kuasa Invers dengan Shift, Nilai Eigen Tak 

Dominan, Teorema Gerschgorin 

 

ABSTRACT 
 

In this paper used is the shifted inverse power method. The shifted inverse power method a method for 

approximation not dominant eigenvalues and vectoreigen of a matrix. Eigenvalues said to be not dominant if 

there is one of the smallest absolute value of the absolute value of the other eigenvalues. The result a not 

dominant eigenvalues of matrix semi definite is . The not dominant eigen values a matrix indefinite is 

       . Shift value very affect towards not dominant eigenvalues generated. The more the value of the shift 

approach was not dominant eigenvalues, then the approximation is not dominant eigenvalues closer not 

dominant eigenvalues  exact.  So it is better if the value of the expected shift very close to not dominant 

eigenvalues. 

 
Keywords:  Not Dominant Eigenvalues, Semi Definite Matrix, Indefinite Matrix, The Shifted Inverse Power 

Method, Gerschgorin Theorem. 

 
Pendahuluan 

 

Nilai eigen dan vektor eigen yang bersesuaian merupakan salah satu bagian dari cabang ilmu 

matematika yaitu aljabar linear. Pembahasan nilai eigen dan vektor eigen memegang peranan sangat penting 

dalam pengembangan dunia keilmuan. Nilai eigen sebuah matriks dapat dicari dengan memecahkan 

persamaan karakteristiknya. Penyelesaian persamaan karakteristik ini akan menghasilkan nilai eigen dominan 

dengan vektor eigen yang bersesuaian dan nilai eigen tak dominan dengan vektor eigen yang bersesuaian. 

Nilai eigen dikatakan dominan jika ada salah satu nilai eigen mutlak yang paling besar dibandingkan dengan 

nilai mutlak nilai-nilai eigen lainnya. Sebaliknya nilai eigen dikatakan tak dominan jika ada salah satu nilai 

eigen mutlak yang paling kecil dibandingkan dengan nilai mutlak nilai-nilai eigen lainnya. Di dalam 

pengaproksimasian nilai eigen dominan digunakan metode kuasa, sedangkan untuk nilai eigen tak dominan 

digunakan metode kuasa invers.  

Suatu permasalahan nilai eigen dan vektor eigen, terlebih dahulu dicari adalah nilai eigennya setelah 

itu baru dicari vektor eigennya. Sedangkan pada metode pangkat invers dalam mencari nilai eigennya, yaitu 

dengan menentukan vektor eigennya terlebih dahulu setelah itu baru dicari nilai eigennya. Selain metode 

kuasa invers, nilai eigen tak dominan dapat ditentukan dengan menggunakan metode kuasa invers shift. 
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Besarnya nilai shift yang akan diperoleh menggunakan penerapan Teorema Gerschgorin. Nilai shift ini 

merupakan nilai pendekatan dari nilai eigen tak dominan. Salah satu cara menentukan nilai eigen tak 

dominan apabila diaproksimasi terhadap vektor eigen tak dominan adalah menggunakan Kuesien Rayleigh.  

 
Metode Penelitian 

 
Matriks Definit 

Definisi 1 : Matriks adalah himpunan elemen-elemen yang membentuk susunan baris dan 

kolom. 

Sebuah matriks simetrik   dan bentuk kuadratik      disebut 
1) Semi definit positif jika         untuk semua  . 

2) Definit negatif jika         untuk semua    . 

3) Semi definit negatif jika         untuk semua  . 

4) Tidak definit (indefinit) jika      memiliki nilai positif maupun nilai negatif. 

 

Nilai Eigen Tak Dominan 

Definisi 2 : Jika sebuah nilai eigen dari sebuah matriks   adalah   ,   , .....    dan jika           

    , kemudian    disebut nilai eigen tak dominan dari  . Vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 

tak dominan disebut vektor eigen tak dominan dari  . 

 

Bentuk Kuadrat  

Definisi 3 : Suatu bentuk kuadrat           disebut definit jika bentuk kuadrat tersebut hanya 

mempunyai tanda yang sama, dimana   bervariasi atas semua vektor-vektor taknol dalam    . Bentuk 

tersebut definit positif jika        untuk semua   taknol dalam    dan definit negatif jika        

untuk semua   taknol dalam   . Bentuk kuadrat disebut indefinit jika mempunyai nilai-nilai dengan tanda 

yang berbeda. Jika              dan memiliki nilai nol untuk suatu    , maka      disebut semi 

definit positif. Jika               dan memiliki nilai nol untuk suatu    , maka      disebut semi 

definit negatif. 

 
Metode Kuasa Invers dengan Shift  

Metode ini secara perhitungan menggunakan suatu nilai pendekatan terhadap nilai eigen tak dominan 

dari matriks   yang disebut dengan shift. Besarnya nilai shift akan diperoleh menggunakan Teorema 

Gerschgorin.  

Salah satu cara menentukan nilai eigen tak dominan apabila aproksimasi terhadap vektor eigen tak 

dominan telah diketahui dengan menggunakan nilai bagi Rayleigh untuk suatu matriks simetrik   yaitu:  

Teorema 1 : Jika   adalah sebuah vektor eigen dari matriks  , dan bersesuaian dengan nilai eigen maka  

 

  
      

     
 

Hasil bagi ini disebut Kuesien Rayleigh. 

Dimana: 

   nilai eigen tak dominan 

   vektor eigen tak dominan 

   matriks       
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Hasil dan Pembahasan 

 
Bagian ini akan membahas tentang penggunaan metode kuasa invers dengan shift pada matriks semi 

definit positif, semi definit negatif, dan indefinit pada matriks yang berukuran    . 

Berikut ini akan diberikan contoh matriks berukuran    , 

Misalkan matriks   

 
 
 
 
 
               

               

               

               

                
 
 
 
 

 

Matriks simetrik   dan bentuk kuadrat      dikatakan semi definit positif jika        . 

            

 
 
 
 
 
               

               

               

               

                
 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

   

Matriks simetrik   dan bentuk kuadrat      dikatakan semi definit negatif jika        . 

            

 
 
 
 
 
               

               

               

               

                
 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

   

Matriks simetrik   dan bentuk kuadrat      dikatakan indefinit jika      memiliki nilai positif 

maupun nilai negatif. 

Selanjutnya, matriks semi definit dan indefinit yang diberikan akan ditentukan nilai eigen tak dominan 

dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Diberikan sebarang matriks   sebagai matriks simetrik semi definit dan indefinit. 

2. Menentukan vektor hampiran awal (  ) dan menormalkannya 

3. Menentukan nilai shift dengan menggunakan Teorema Gerschgorin. 

4. Perhitungan dengan metode kuasa invers dengan shift dengan memberikan nilai shift-nya yaitu 

          

5. Tentukan matriks   sebagai matriks segitiga bawah dan matriks   sebagai matriks segitiga atas dari 

matriks   untuk metode kuasa invers dengan shift. 

6. Menyelesaikan      dan      

7. Menghitung    
 

   
 

8. Mengalikan matriks     

9. Menghitung nilai eigen tak dominan dengan menggunakan   
      

     
 

10. Mengulangi langkah ke 6 dengan      sampai nilai eigen tak dominan yang ditentukan mendekati 

nilai eigen tak dominan dari matriks simetrik semi definit dan indefinit. 

11. Berhenti jika           

Berikut ini diuraikan secara jelas bagaimana menentukan nilai eigen tak dominan suatu 

matriks dengan menggunakan metode kuasa invers. 

 

1. Matriks     Semi Definit Positif  
Diberikan sebarang matriks semi definit positif    . 

  

 
 
 
 
 

       
      

      
        
       

 
 
 
 

 

Dengan vektor hampiran awal 

 
 
 
 
 
  
  
  
  
   

 
 
 
 

 

Dengan menggunakan metode kuasa invers dengan shift untuk menentukan nilai eigen tak dominan dai matriks A 
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1. Nomalisasi vektor hampiran awal menghasilkan 

 

    
 

  
 

 
 
 
 
 
  
  
  
  
   

 
 
 
 

  

 
 
 
 
 
       
       
       
       
        

 
 
 
 

 

2. Selanjutnya menentukan vektor eigen tak dominan dan nilai eigen tak dominan menggunakan metode  

kuasa invers dengan shift matriks A adalah menentukan nilai shift, matriks L dan matriks U. Menurut 

Teorema Gerschgorin daerah nilai eigen matriks A adalah 

 

                          
                         
                         
                            

                          

 
                            

                              

                                    

                            

                                         
                                     

                             

                                          
                                      

                               

                                   
                                       

                               

                                   

                                        
 

Jadi daerah nilai eigennya      . Dimisalkan diambil nilai shift       maka   menjadi: 

       

 
 
 
 
 

       
      

      
        
       

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
       
       
       
       
        

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
         
        

        
          
         

 
 
 
 

 

3. Perhitungan dengan metode kuasa invers dengan shift dengan memberikan nilai shift-nya yaitu 
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4. Menyelesaikan       

      

 
 
 
 
 

     
          

                
                      
                           

 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
       
       
       
       
        

 
 
 
 

 

       

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
       
      

       
       
        

 
 
 
 

 

5. Menyelesaikan       

      

 
 
 
 
 
         
                         
                     
               
           

 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
       
      

       
       
        

 
 
 
 

 

                                 

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

      
       
      

       
        

 
 
 
 

 

6. Menghitung    dengan menormalisasikannya 

   
 

   
 

       

 
 
 
 
 

      
       
      

       
        

 
 
 
 

 

7. Mengalikan matriks   dengan    

    

 
 
 
 
 

       
      

      
        
       

 
 
 
 

 
 
 
 
 

      
       
      

       
        

 
 
 
 

 

                

 
 
 
 
 
       
       
       
       
        

 
 
 
 

 

8. Menghitung nilai eigen tak dominan menggunakan Kuosien Rayleigh 

   
        

       
        

Langkah selanjutnya      , untuk menyelesaikan       
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Dan diperoleh                                                       . Penyelesaian      

 

 

      

 
 
 
 
 
         
                         
                     
               
           

 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

      
       
      
      
       

 
 
 
 

 

Menghasilkan                                                       

Sehingga  

   

 
 
 
 
 
       
      

       
       
       

 
 
 
 

 

Dengan mengalikan     dengan   diperoleh  

    

 
 
 
 
 

       
      

      
        
       

 
 
 
 

 
 
 
 
 
       
      

       
       
       

 
 
 
 

 

                 

 
 
 
 
 
       
       
      

       
       

 
 
 
 

 

Dan kuosien rayleigh perkiraan dari nilai eigen tak dominan adalah  

   
        

       
        

Kemudian dilakukan perhitungan dengan cara yang sama seperti di atas hingga iterasi ke -6, karena       

yaitu nilai eigen tak dominan nya adalah      . Maka iterasi dihentikan. 

 

2. Matriks     Indefinit  
Diberikan sebarang matriks indefinit    . 

  

 
 
 
 
 
     
     
      
     
       

 
 
 
 

 

Dengan vektor hampiran awal 

 
 
 
 
 
  
  
  
  
   

 
 
 
 

 

Dengan menggunakan metode kuasa invers dengan shift untuk menentukan nilai eigen tak dominan dai matriks A 

1. Nomalisasi vektor hampiran awal menghasilkan 
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2. Selanjutnya menentukan vektor eigen tak dominan dan nilai eigen tak dominan menggunakan metode  

kuasa invers dengan shift matriks A adalah menentukan nilai shift, matriks L dan matriks U. Menurut 

Teorema Gerschgorin daerah nilai eigen matriks A adalah 

                        
                        

                               

                               

                              

                                       

                           

                                    

                         

                            

                                     

                              

                                                 

                                             

                          

                                          

                                              

                                    

                                                

                                            

Jadi daerah nilai eigennya       . Dimisalkan diambil nilai shift        maka   menjadi: 

       

 
 
 
 
 
     
     
      
     
       

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
        

        
        
        
         

 
 
 
 

 

                

 
 
 
 
 
       
       
        
       
         

 
 
 
 

 

 

3. Perhitungan dengan metode kuasa invers dengan shift dengan memberikan nilai shift-nya yaitu 
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4. Menyelesaikan       

      

 
 
 
 
 

     
          
          
                
                      

 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
       
       
       
       
        

 
 
 
 

 

       

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
       
      

       
       
       

 
 
 
 

 

5. Menyelesaikan       

      

 
 
 
 
 
       
                             
        
               
            

 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
       
      

       
       
       

 
 
 
 

 

                             

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

      
       
      

       
        

 
 
 
 

 

6. Menghitung    dengan menormalisasikannya 

   
 

   
 

       

 
 
 
 
 

      
       
      

       
        

 
 
 
 

 

7. Mengalikan matriks   dengan    

    

 
 
 
 
 
     
     
      
     
       

 
 
 
 

 
 
 
 
 

      
       
      

       
        

 
 
 
 

 

         

 
 
 
 
 
       
       
       
       
        

 
 
 
 

 

8. Menghitung nilai eigen tak dominan menggunakan Kuosien Rayleigh 

   
        

       
         

 

Langkah selanjutnya      , untuk menyelesaikan       
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Dan diperoleh                                                       . Penyelesaian 

     

      

 
 
 
 
 
       
                             
        
               
            

 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

  

  

  

   
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

      
       
      
      

        
 
 
 
 

 

Menghasilkan                                                      

Sehingga  

   

 
 
 
 
 
       
      

       
      
       

 
 
 
 

 

Dengan mengalikan     dengan   diperoleh  

    

 
 
 
 
 
     
     
      
     
       

 
 
 
 

 
 
 
 
 
       
      

       
      
       

 
 
 
 

               

 

 
 
 
 
 

      
       
      

       
        

 
 
 
 

 

Dan kuosien rayleigh perkiraan dari nilai eigen tak dominan adalah  

   
        

       
         

Kemudian dilakukan perhitungan dengan cara yang sama seperti di atas hingga iterasi ke -3, Jadi nilai 

eigen tak dominan matriks     indefinit adalah        . Penentuan nilai eigen tak dominan menggunakan 

metode kuasa invers dengan shift berhenti pada iterasi ke , karena      . 

 

Kesimpulan 

 
Berdasarkan pembahasan yang dilakukan maka dapat disimpulkan sebagai berikut : 

1.    Selain berlaku untuk matriks simetrik definit positif dan negatif, Penentuan nilai eigen tak dominan 

berlaku juga pada matriks simetrik semi definit positif, semi definit negatif, dan indefinit. 

2.     Nilai eigen tak dominan pada matriks     semi definit positif dan semi definit negatif adalah       . 

Iterasi berhenti pada iterasi ke-6. 

3.     Nilai eigen tak dominan pada matriks     indefinit adalah        . Iterasi berhenti pada iterasi ke-3.  

4.    Nilai shift sangat berpengaruh terhadap iterasi yang akan dilakukan. Semakin nilai shift mendekati nilai 

eigen tak dominan, maka semakin sedikit iterasi yang akan dilakukan. Jadi penggunaan metode kuasa invers 

dengan shift akan lebih baik jika nilai shift yang diperkirakan sangat mendekati nilai eigen tak dominan. 
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