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ABSTRAK

Artikel ini membahas arti geometris dari sebuah determinan. Dengan diketahui sebuah jajargenjang yang dibentuk oleh
dua buah vektor kolom suatu matriks, nilai determinan suatu matriks berordo 2x 2 dapat diartikan sebagai luas
jajargenjang. Dari sebuah balok atau parallelepiped. yang dibentuk oleh vektor-vektor kolom matriks berordo 3% 3
dapat diartikan sebagai determinan sebagai volume balok atau parallelepiped.

Kata Kunci: balok, determinan, jajargenjang, matriks, parallelepiped
ABSTRACT

We discusses the geometric meaning of a determinant. Given a parallelogram formed by two column vectors
of a matrix, the value of the determinant of a 2x 2 matrix can be interpreted as the area of the

parallelogram. From a beam or a parallelepiped formed by the column vectors of a 3x 3matrix, the
determinant of the matrix can be interpreted as a beam or parallelepiped volume.
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Pendahuluan

Pada umumnya di beberapa buku Matematika SMA diberikan konsep determinan secara aljabar berupa
rumus-rumus atau metode untuk menghitung nilai determinan, sehingga dengan menghitung selisih antara
hasil kali elemen-elemen pada diagonal utama dengan hasil kali elemen-elemen pada diagonal sekunder
diperoleh nilai determinan matriks berordo 2 x 2, dan dengan menggunakan aturan Sarrus diperoleh nilai

determinan matriks berordo 3% 3 [1, 3, 4, 7].

Padahal konsep determinan juga dapat dipelajari dengan pendekatan geometri. Sebelumnya, Hefferon
[5] telah memperkenalan konsep determinan secara geometri. Namun yang dibahas oleh Hefferon adalah
konsep determinan matriks berordo 2x 2sebagai luas jajargenjang  yang penurunan rumusnya
menggunakan konsep luas segitiga dan segiempat. Oleh karena itu, pada artikel ini akan dibahas konsep
determinan matriks berordo 2x 2 secara geometri sebagai luas jajargenjang yang penurunan rumusnya
menggunakan konsep hasilkali silang (Crossproduct).

Pada artikel ini juga dibahas arti geometris dari determinan matriks berordo 3x 3, sehingga diperoleh
bahwa determinan matriks berordo 3x 3 sebagai volume balok atau parallelepiped. Lalu, dengan konsep
determinan matriks berordo 2x 2 sebagai luas jajargenjang, sifat-sifat fungsi determinan juga dapat
dijelaskan secara geometri.  Adapun sifat-sifat fungsi determinan yang dibahas pada artikel ini adalah
determinan matriks transpose dan sifat determinan bernilai nol.

Demikian, konsep determinan tidak hanya dapat dipelajari menurut satu titik pandang saja, karena
determinan juga dapat dipahami melalui pendekatan geometri maupun aljabar itu sendiri. Oleh karena itu,
penulis tertarik untuk memperkenalkan konsep determinan matriks secara geometri dan pengembangannya
terhadap sifat-sifat fungsi determinan.
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Metode Penelitian

Misalkan diberikan sebuah jajargenjang yang dibentuk oleh penjumlahan dua vektor kolom di R* vyaitu u =
[x1,v1]T dan v = [x,,v,]7, dengan det[u,v] = 0. Lalu dengan menentukan tinggi jajargenjang sebagali
[lv|lsing, maka luas jajargenjang dapat ditentukan dengan rumus |lul|||v||sin8, sehingga berdasarkan
Teorema 2 maka diperoleh luas jajargenjang merupakan nilai mutlak dari determinan matriks berordo 2 x
2, dengan vektor-vektor kolom u dan v.

Selanjutnya, diberikan sebuah balok dan parallelepiped yang dibentuk oleh vektor-vektor kolom di R®
yaitu u, v dan w, dengan det[u,v,w] = 0. Dengan menentukan tinggi masing-masing balok atau
parallelepiped ini, maka dapat ditentukan volume dari balok dan parallelepiped sebagai hasil kali luas alas
dengan tingginya, sehingga diperoleh bahwa volume sebuah balok atau parallelepiped merupakan nilai
mutlak dari determinan matriks berordo 3 x 3, dengan vektor-vektor kolom u ,v dan w.

Selanjutnya juga dibahas pengembangan determinan matriks berordo 2 x 2 sebagai luas jajargenjang
terhadap sifat fungsi determinan matriks transpose dan sifat determinan matriks bernilai nol. Misalkan
diberikan jajargenjang L dan jajargenjang LAZT berturut-turut dibentuk oleh penjumlahan dua vektor kolom u
dan v, dan penjumlahan vektor r dan s di R, u = [x;,y,]7 dan v = [x,,y,]7, dengan det[u,v] >0, r =
[x1,x,]T dan r = [y;,y,]7, dengan det[r,s] > 0. Dengan memperhatikan gambar jajargenjang L, dan
jajargenjang L,r, maka tampak bahwa terjadinya pergeseran (translasi) vektor-vektor pembentuk jajargenjang La
pada gambar jajargenjang L,r, namun luas jajargenjang L, dan jajargenjang L,r adalah tetap sama. Lalu, jika
diberikan sebuah garis lurus yang dibentuk oleh dua buah vektor kolom di R? yaitu u = [x;,y;]7 dan v =
[kx,, ky,]T, maka dengan memperhatikan garis lurus ini diperoleh bahwa tidak terdapatnya ruang antara
vektor u dan v sehingga dapat dikatakan luasnya nol.

Hasil dan Pembahasan

Teorema 1. Jika u dan v adalah vektor-vektor pada R®, maka ||u x v|| adalah sama dengan luas jajargenjang
yang dibentuk oleh vektor u dan v.
Bukti: Menurut identitas Lagrange,

luxvl|? = [[ul®lvl?* - (u-v)? @

jika 8 menyatakan sudut antara u dan v, maka u - v = ||ul|||v||cos@, sehingga persamaan (1) dapat ditulis
sebagai
lu x vlI? = [lull®llv]l* — [lull?lv]|*cos?6
= [lull?llv]I*(1 - cos?6)
= |lull*|lv]|*sin*6

jadi,
llu x vl = |lullllvllsine, )
dengan ||v||sin6 merupakan tinggi dari jajargenjang A yang dibentuk oleh vektor u dan v (Gambar 1).

1l wllsing

Gambar 1: Jajargenjang A dengan tinggi ||v||sin@
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Berdasarkan persamaan (2), luas jajargenjang A adalah
luas jajargenjang A = alas X tinggi
= [[ullllvllsing = |lu x v||
Jadi, terbukti bahwa luas jajargenjang A= |lu X v|| . ]

Teorema 2. Misalkan diberikan vektor U = (U,,U,) dan vV =(V;,V,) maka luas jajargenjang di R* yang
dibentuk oleh vektor u dan v adalah nilai mutlak dari determinan

oy ]
V1 V2
Bukti: Dapat dibuktikan dengan menggunakan Teorema 1. Bagaimanapun Teorema 1 diterapkan untuk di R®

sedangkan u = (uy,u,) dan V= (Vl,VZ) merupakan di R%. Untuk menyelesaikan masalah dimensi ini, u dan v

yang mungkin dipandang sebagai vektor-vektor yang berada pada bidang koordinat XY, padahal merupakan
berada pada koordinat XYZ (Gambar 2), dimana u = (u4, u,, 0) danv = (v4, v,, 0), sehingga

i ] u u u u
_ _ %1 2|, _ 1 2
uxv=|u u, 0 _|v1 v2|k_det[v1 vz]k'
vy, v, 0
Berdasarkan Teorema 1 dan jika || k|| = 1, maka luas jajargenjang pada Gambar 2 adalah
- . _ _ U U _ U Uz _ Uy U
Luas jajargenjang = |lu X v|| = ”det [V1 vz]k” = |det [U1 v2]| k|l = |det [U1 v2]|' [
L3
=

L ¥
r= {1y, vz, )
2
e = [Ty, 2o, 0 II\
- \
Yy Tee— )

Gambar 2: Jajargenjang yang dibentuk oleh vektor u dan v

Gambar 3 merupakan sebuah jajargenjang G yang dibentuk oleh penjumlahan dua vektor kolom di

R? yaitu,
X X
u:( | danv=| ? |, dengan det[u,v]> 0.
Yi 2
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/ () + @2,y + y2)
.l G ,u+ .
v 7: ) -

u (5151a ?Jl)

Gambar 3: Jajargenjang G yang dibentuk oleh vektor u dan v

Berdasarkan Teorema 2, maka luas jajargenjang G adalah nilai mutlak dari determinan matriks dengan
vektor-vektor kolom u dan v.

Le = XY, =X, ), 3)
Pada Gambar 3 juga diketahui bahwa luas jajargenjang G adalah,

L = alas xtinggi

Ls= ||U|| ||V|| sin@, dengan tinggi h = ||v||sin 0. @)

Substitusi persamaan (3) ke persamaan (4), sehingga dapat ditunjukkan
llullllvilsing = x;y,—x,y1 (®)
Berdasarkan Gambar 3, diperoleh
Jull = V)" + (v F
M =0 )" + ()
u-v=XX,+VY%;¥,

h =|v|siné.

Selanjutnya dapat ditentukan tinggi jajargenjang G pada Gambar 3 dengan cara membuat sebuah
Segitiga dengan tinggi h seperti tampak pada Gambar 4.

i

Gambar 4: Segitiga dengan tinggi h
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Dengan menggunakan rumus sudut antara dua vektor pada Gambar 4, maka diperoleh

u-v

Jullv]
sehingga berdasarkan nilai COS @ pada persamaan (6), maka dengan menggunakan aturan Phytagoras
diperoleh

JGulivh? - -
ol

Dengan mensubstitusikan nilai sin @ pada persamaan (4) dengan persamaan 7), maka diperoleh
Lo = [ulMsine

= (M) ~-vy*

= J(00)7 + (1)) (%)% + (¥,)2) = (%X, + V1Y,)°
= J )2 (%)% + (%) (V) + 06) 2 (1) + () 2(¥2)2) = 1060) 2 (%) + 2%, V1 Y, + (Y1) 2 (¥5)?

= \/(Xl )2 (¥, )2 +(y, )2 (%, )2 —2X%Y1Y,

= V(lez _X2Y1)2 '

Luas jajargenjang G = XY, = X,Y;. [

sin@ =

U]

Luas jajargenjang G ini merupakan nilai determinan dari matriks

X, X,
G:[u,v]z{y y}

yang vektor kolomnya terdiri dari dua titik koordinat jajargenjang. Karena luas tidak mungkin negatif, maka

dapat dikatakan bahwa luas suatu jajargenjang adalah

Luas jajargenjang = |det[u,v] :

Seperti halnya determinan matriks berordo 2x 2, determinan matriks berordo 3x3 juga dapat

diinterpretasikan secara geometri. Secara geometri, determinan matriks berordo 3x 3dapat diartikan
sebagai volume balok atau parallelepiped [5,6].

Misalkan diberikan sebuah Balok yang dibentuk oleh vektor-vektor kolom U = (all,0,0),
v =(0,a,,,0), dan w=(0,0,a,,) di R®, dengan titik-titik sudut balok merupakan elemen-elemen vektor
kolom matriks B dan det[u,v,w] > 0. (lihat Gambar 5)
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Gambar 5: Balok yang dibentuk oleh vektor-vektor u, v, dan w

Berdasarkan ilustrasi pada Gambar 5 diperoleh
panjang = |u| = a,,

lebar =|v| = a,,
tinggi = |w| = a,.

Demikian, volume balok diperoleh dengan rumus
V = panjang x lebar x tinggi

= Q,, X ay; X Agg

V =a,,8,,8;. .
Volume balok ini merupakan nilai determinan matriks B yaitu
a, 0 O
B=| 0 a,, 0|
0 0 ag

yang merupakan matriks segitiga dengan vektor-vektor kolomnya sebagai titik-titik koordinat (X, y,z).
Demikian telah ditunjukkan bahwa determinan matriks berordo 3x 3sebagai volume suatu balok. Karena

volume suatu balok tidak mungkin negatif, maka digunakan tanda mutlak determinan matriks berordo 3x 3
sebagai volume balok B.

Parallelepiped merupakan sebuah bangun ruang yang dibentuk oleh enam bentuk jajargenjang. Volume
dari suatu parallelepiped merupakan hasilkali dari luas alas dan tingginya.
Misalnya diberikan sebuah parallelepiped yang dibentuk oleh vektor-vektor u, v, dan w, dengan

det[u,v,w]" >0dan U= (u;,U,,U;), V=(V,,V,,V5), dan W= (W, W,,W,)di R®.  Secara
geometri dapat digambarkan sebagai Gambar 6.
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w

Gambar 6: Parallelepiped yang dibentuk oleh vektor u,v, dan w

Berdasarkan Gambar 6 diperoleh alas dari parallelepiped berbentuk jajargenjang yang dibentuk oleh
vektor u dan v, sehingga dengan menggunakan Teorema 1 diperoleh luas alas= ||V X u|| .

Selanjutnya akan ditentukan tinggi parallelepiped dengan cara membuat sebuah garis tegak lurus
terhadap alas seperti tampak pada Gambar 7.

Gambar 7: Parallelepiped dengan tinggi h

Sebelum menentukan tinggi parallelepiped, dapat ditentukan nilai kosinus @ pada Gambar 8

h
cosf = — | (8)
[wi

dengan menggunakan rumus sudut antara dua vektor yaitu V< U dan w maka diperoleh
(vxu)-w

o<l - jwf
substitusi persamaan (8) ke persamaan (9) diperoleh
h  (vxu)-w

i ooxul -]

cos @ = 9)
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h

Gambar 8: Sudut antara dua vektor
sehingga diperoleh tinggi parallelepiped h yang merupakan hasil proyeksi w terhadap VXU yaitu,

ho (vxu)-w
vl
Setelah diketahui luas alas dan tinggi parallelepiped, maka dapat ditentukan volume dari
parallelepiped yakni

V = Luas alas x tinggi

- (x| ek

vl
= (vxu)-w
=w-(vxu)
Wl W2 W3
V=detv, v, v,/ L]
ul u2 u3

Demikian, determinan matriks berordo 3x 3 dapat dikatakan sebagai volume dari parallelepiped.
Karena volume parallelepiped tidak mungkin negatif, maka digunakan nilai mutlak determinan matriks
sebagai volume parallelepiped.

‘det[u, v,w[f ‘

Selanjutnya akan dibahas pengembangan determinan matriks berordo 2 x 2 sebagai luas jajargenjang
terhadap sifat determinan matriks transpose dan determinan bernilai nol.
Misal diberikan jajargenjang L, dan jajargenjang L,r seperti tampak pada Gambar 8.

fn;

Gambar 8: Hubungan jajargenjang Z,dan jajargenjang L,r
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