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ABSTRAK

Tidak semua segiempat dapat dibentuk lingkaran singgung luar yang menyinggung dari perpanjangan
keempat sisi. Pada tulisan ini selain dibahas cara mengkonstruksi lingkaran singgung luar segiempat
tersebut, dibahas pula syarat dari segiempat yang mempunyai lingkaran singgung itu serta pembuktian
kongkurensi dari 6 buah bisektor sudut.

Kata Kunci: Lingkaran singgung luar, segiempat konveks, kongkurensi

ABSTRACT

Not all quadrilaterals from those we can form the excircle tangent that touches the extension of the four sides
of the quadrilateral. In this paper we not only discuss how to construct the tangent circle outside the
rectangel, but also the terms of a quadrilateral which has the tangent circle and verification concurrency of 6
bisector angels.

Keywords: Excircle, convex of quadrilateral, concurrency
Pendahuluan

Lingkaran singgung luar pada segitiga atau yang biasa dikenal dengan excircle telah banyak dibahas
dalam beberapa buku geometri seperti [1,2,4,5]. Padahal segiempat juga dapat dibuat lingkaran singgung
luar. Saat ini baru [3] yang membahas tentang lingkaran singgung luar pada segiempat. Namun yang dibahas
oleh [3] adalah tentang beberapa kesamaan rumus antara lingkaran singgung dalam dan luar pada segiempat
konveks. Oleh karena itulah pada artikel dibahas pembuktian syarat suatu segiempat yang memiliki lingkaran
yang menyinggung semua perpanjangan sisi segiempat cara mengkonstruksinya.

Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini yaitu menggunakan teorema-teorema yang berlaku pada
lingkaran singgung luar segitiga. Baik itu dalam untuk menentukan syarat suatu segiempat memiliki lingkaran singgung
luar maupun dalam pengkonstruksian serta kongkurensi dari enam buah bisektor sudut. Hal ini dikarenakan lingkaran
singgung luar segiempat merupakan perluasan dari lingkaran singgung luar pada segitiga. Selain menggunakan teorema
pada lingkaran singgung luar segitiga, teorema lain yang digunakan yaitu Teorema Urquhats.

Hasil dan Pembahasan

Lingkaran singgung luar segiempat yang dibahas oleh Martin [3] adalah lingkaran yang
menyinggung perpanjangan dari keempat sisi segiempat. Tidak semua segiempat konveks dapat dibentuk
lingkaran singgung luar tersebut. Oleh sebab itu sebelum mengkonstruksi lingkaran singgung, maka haruslah
diketahui syarat dari suatu segiempat yang memiliki lingkaran singgung luar bentuk kedua.

Syarat yang pertama agar suatu segiempat konveks memiliki lingkaran singgung luar yaitu tidak ada
sisi yang sejajar. Seperti yang telah dipaparkan pada Bab 1 bahwa lingkaran singgung yang dibahas yaitu
lingkaran yang menyinggung perpanjangan dari keempat sisi segiempat. Perhatikan Gambar 1.
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Gambar 1: Segiempat ABCD dengan AD || BC

Segiempat ABCD yang memiliki sepasang sisi yang sejajar yaitu AD || BC. Jika dibuat perpanjangan
dari masing-masing sisi DABCD maka sisi yang sejajar tersebut tidak akan pernah berpotongan. Sehingga
tidak mungkin dapat dibentuk lingkaran yang menyinggung dari semua perpanjangan sisi OABCD. Syarat
yang kedua yaitu penjumlahan dua sisi yang berdekatan adalah sama [3].

Teorema 1. Suatu OABCD dengan panjang sisi AB = a,BC = d,CD = ¢ dan AD = d akan mempunyai
lingkaran singgung luar bentuk kedua jika dan hanya jikaa + b =c+d
Bukti: (=) Perhatikan Gambar 2.

I‘
Gambar 2: Lingkaran Singgung Luar cABCD Beserta Jari-Jari dan Bisektor Sudut

Misalkan oABCD memiliki lingkaran singgung luar. Akan ditunjukkan bahwa a+b =c+d.
Misalkan titik J dan K berturut-turut merupakan perpotongan dari perpanjangan a dan c serta d dan b.
Karena oABCD memiliki lingkaran singgung bentuk kedua, maka lingkaran tersebut akan menyinggung
perpanjangan keempat sisi DABCD. Misalkan F merupakan titik singgung dari perpanjangan a, titik I dari
perpanjangan b, titik G dari perpanjangan c dan titik H dari perpanjangan d. Karena AH dan AF merupakan
garis singgung dari titik A maka

AH = AF.
Karena DH dan DG juga merupakan garis singgung dari titik D, KH dan KI garis singgung dari titik K, CI
dan CG garis singgung dari titik C, BI dan BF garis singgung dari titik B serta JG dan JF garis singgung dari
titik ¢ maka diperoleh

DH = DG.
KH =KL
CI = CG.
BI = BF.
JG = JF.

Karena AH = AF maka
AB + BF = AD + DH,
a+ Bl =d+ DG,
a+BC+Cl=d+CD+CG,
a+b+Cl=d+c+CG,
Selanjutnya karena CI = CG, maka diperoleh
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a+b=c+d.
(<) Misalkan TABCD memenuhi persamaan a + b = ¢ + d. Akan ditunjukkan bahwa segiempat tersebut
memiliki lingkaran singgung luar. Misalkan titik / merupakan titik potong dari perpanjangan a dengan c dan
titik K merupakan titik potong dari perpanjangan d dengan b. Karena a + b = ¢ + d maka berdasarkan
Teorema Urquhart [6] diperoleh
A] +]C = AK + KC.
Perhatikan Gambar 3.
K AADJ] = A] + JD + DA.

= (A +JC) + (CD + DA).

= (AK + KC) + (4B + BO).

= KAABK.
Karena K AAD] = KAABK , dan dengan memisalkan s merupakan setengah dari keliling suatu segitiga maka

sAAD] = sAABK.

Gambar 3: Segiempat ABCD yang Mempunyai Dua Buah Lingkaran Singung

Perhatikan AADJ. Buat lingkaran singgung luar dari AAD] beri nama titik E sebagai titik pusatnya.
Misalkan lingkaran singgung tersebut menyinggung perpanjangan AD di titik H, sisi DJ di titik G dan
perpanjangan AB di titik F. Sehingga panjang jari-jari lingkaran yang berpusat di E yang dilambangkan
dengan r; adalah

EG=EH=EF =1 (1)
Karena setengah keliling suatu segitiga yang memiliki lingkaran singgung luar sama dengan panjang garis
singgungnya [5], maka
SAAD] = AF
atau
SAAD] = AH

Perhatikan AABK. Buat lingkaran singgung luar dari AABK beri nama E' sebagai titik pusatnya.
Misalkan lingkaran singgung tersebut menyinggung perpanjangan AB di titik F’, sisi BK di titik I dan
perpanjangan AK di titik H'.  Sehingga panjang jari-jari lingkaran yang berpusat di £’ yang dilambangkan
dengan rg, adalah

E'l =E'H =E'F' =1, (2)

Karena setengah keliling suatu segitiga yang memiliki lingkaran singgung luar sama dengan panjang

garis singgungnya [5], maka

SAABK = AF/,
atau
SAABK = AH'
Karena sAAD] = sAABK maka haruslah
F=F, 3
dan
H=H, (4)

Karena lingkaran yang berpusat di E dan E' memiliki dua buah titik singgung yang sama yaitu di titik F dan
H maka haruslah
E'=E. (5)
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Berdasarkan persamaan (1), (2), (3), (4) dan (5) maka

EF = EG = EK = EH.
Karena E mempunyai jarak yang sama terhadap perpanjangan keempat sisi segiempat sehingga dapat dilukis
suatu lingkaran yang menyinggung perpanjangan sisi a, b, ¢ dan d. Jadi oABCD memuat sebuah lingkaran
singgung luar yang menyinggung perpanjangan keempat sisinya, ]

Mengkonstruksi Lingkaran Singgung Luar Segiempat

Setelah syarat dari suatu segiempat mempunyai lingkaran singgung luar diperoleh, barulah dapat
dilakukan pengkonstruksian.  Langkah-langkah dalam mengkonstruksi lingkaran singgung luar pada
segiempat konveks adalah sebagai berikut:

a. Buatlah oABCD yang mempunyai panjang sisi AB = a,BC = b,CD = c dan AD = d dengan syarat
semua sisinya tidak ada yang sejajar serta memenuhi Teorema 1.

b. Perpanjang sisi a dan ¢ sehingga berpotongan di titik /. Kemudian perpanjang juga sisi d dan b
sehingga berpotongan di titik K.

c. Buatlah masing-masing garis bisektor sudut pada sudut-sudut internal, yaitu £A dan 2C, sudut-sudut
eksternal, yaitu sudut 2CBJ dan 2CDK, serta 2 buah sudut yang terbentuk dari perpanjangan
keempat sisi segiempat. Keenam bisektor sudut tersebut akan berpotongan di titik E.

d. Dari titik E tersebut tarik garis yang tegak lurus ke perpanjangan sisi AD, beri nama titik H. Lalu
lukis lingkaran yang berpusat di E dan berjari-jari EH . Sehingga lingkaran tersebut menyinggung
perpanjangan sisi AB di titik H, perpanjangan BC di titik I, CD di titik G dan AD di titik H.

Untuk lebih memahami pengkonstruksian lingkaran singgung luar pada segiempat. Perhatikan Gambar 4.

Gambar 4: Titik pusat lingkaran yang terbentuk dari perpotongan enam garis bisektor sudut

Kongkurensi Bisektor Sudut

Pengkonstruksian lingkaran singgung luar bentuk kedua pada segiempat konveks menghasilkan kongkurensi
dari enam buah bisektor sudut. Untuk membuktikan kongkurensi dari enam bisektor sudut, dapat dilakukan
dengan cara berikut ini.

Perhatikan Gambar 4. Karena panjang sisi dari cABCD memiliki hubungan a + b = ¢ + d maka
berdasarkan Teorema 1 terdapat sebuah lingkaran singgung luar bentuk kedua yang menyinggung
perpanjangan dari semua sisi. Misalkan lingkaran tersebut berpusat di E. Perhatikan AABK karena lingkaran
yang berpusat di E menyinggung sisi BK dititik I, perpanjangan AK dititik H serta perpanjangan AB dititik
F, maka berdasarkan definisi [5] lingkaran tersebut merupakan lingkaran singgung luar dari AABK. Dengan
membuat garis bisektor sudut dari masing-masing 24, 2KBF, dan £BKH maka berdasarkan teorema external
bisector pada lingkaran singgung luar segitiga [3] ketiga garis bisektor sudut tersebut kongkuren di titik E.
Sehingga ketiga garis bisektor tersebut adalah AE, BE, dan EK kongkuren di titik E.

Perhatikan AADJ. Karena lingkaran yang berpusat di E menyinggung perpanjangan sisi AD dititik H,
perpanjangan Aj dititik F dan DJ dititik G maka berdasarkan Definisi 2.1 lingkaran tersebut merupakan
lingkaran singgung luar dari AADJ. Dengan membuat garis bisektor sudut dari masing-masing
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