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Abstrak

Teorema Ceva pada dasarnya merupakan salah satu teorema yang
berlaku pada segitiga. Kemudian  teorema  ini  dikembangkan  pada
segiempat, segilima dan segienam konveks dan nonkonveks. Dalam penelitian ini,
teorema Ceva dikembangkan pada  heptagon nonkonveks dalam dua  kasus.
Pada kasus satu akan ditunjukkan kekonkurenan tujuh buah garis di
dalam heptagon nonkonveks dan pada kasus dua akan ditunjukkan kekonkurenan
tujuh buah garis di luar heptagon nonkonveks. Proses ini dimulai dengan
pengkontruksian heptagon nonkonveks menggunakan aplikasi Geogebra,
selanjutnya pembuktian teorema Ceva dilakukan dengan menggunakan
prinsip  perbandingan luas pada segitiga. Hasil yang diperoleh dari
penelitian ini adalah eksistensi tujuh buah garis dari masing-masing titik
sudut pada heptagon nonkonveks berpotongan di satu titik (konkuren) yaitu titik P
yang berada di dalam dan di luar heptagon nonkonveks.

Kata Kunci: Segitiga, Teorema Ceva, Heptagon nonkonuveks.

Abstract

Basically, Ceva’s theorem is one of the theorems that applies to triangles. Later, this theorem
was develop on convex and nonconvex quadrilaterals, pentagons, and hexagons. In this study
the Ceva theorem developed on nonconvex heptagon in two cases. In the first case, it shows the
concurrency of seven lines inside the mnonconvex heptagon and the second case to
shows the concurrency of seven lines outside the nonconvex heptagon. This process
begins with the construction of mnonconvex heptagon using Geogebra application,
then the proof of Ceva's theorem is carried out using the principle wide comparison on
triangles. The results obtained from this study are the existence of seven lines from
each vertex on a nonconvex heptagon intersected at one point (concurrent), namely P point
inside and outside the nonconvex heptagon.

Keywords: Triangles, Ceva’s Theorem, Nonconvex heptagon.
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1. Pendahuluan

Perkembangan ilmu matematika terus berlangsung dari masa ke masa, salahsatu
diantaranya adalah bidang geometri. Dalam kajian geometri terdapat beberapa teorema
yang berkaitan dengan geometri, salahsatunya adalah teorema Ceva. Teorema Ceva
merupakan salahsatu teorema pada segitiga yang digunakan untuk menunjukkan tiga
buah garis berpotongan di satu titik seperti yang terdapat dalam [1], [2], dan [3]. Beberapa
penelitian terkait teorema Ceva telah dilakukan. Menurut [4], bentuk teorema Ceva pada
segitiga yaitu misalkan AX,BYdan CZ adalah cevian pada sebuah segitiga ABC. Cevian
merupakan segmen garis pada segitiga dengan salahsatu titik ujung pada titik sudut
segitiga dan titik ujung lainnya pada sisi segitiga yang berhadapan. Ketiga cevian tersebut
konkuren (berpotongan di satu titik) jika dan hanya jika

B c
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Gambar 1. Ilustrasi Teorema Ceva di Dalam Segitiga

Selanjutnya dalam artikel [5], yang membahas kembali teorema Ceva pada
segitiga untuk kasus tiga buah garis berpotongan di satu titik yang berada di luar segitiga
dengan menggunakan prinsip perbandingan luas segitiga. Pada Tahun 2015, teorema
Ceva juga dikembangkan pada segiempat nonkonveks yaitu berpotongan di satu titik
yang berada di dalam segiempat [6]. Pengembangan teorema Ceva juga dilakukan oleh
[7], dalam artikel tersebut, teorema Ceva dikembangkan secara khusus yaitu hanya untuk
poligon (segi banyak) konveks yang memiliki sisi n ganjil (segitiga, segilima, dan
segitujuh).

Selanjutnya eksistensi teorema Ceva juga dilakukan oleh [8] yang membahas
kembali teorema Ceva pada segilima konveks dan tidak konvek dengan menggunakan
prinsip perbandingan luas segitiga. Berdasarkan hasil-hasil penelitian yang telah
diuraikan diatas, maka pada penelitian ini akan membahas lebih lanjut tentang
pengembangan teorema Ceva pada heptagon (segitujuh) nonkonveks. Adapun heptagon
nonkonveks yang digunakan terlihat pada Gambar 2.
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Ay Ag

Gambear 2. Heptagon Nonkonveks

2. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini yaitu studi literatur. Penelitian ini
membahas teorema Ceva pada Heptagon Nonkonveks pada dua kasus. Kasus 1 konkurenan
tujuh buah garis di dalam heptagon nonkonveks dan kasus 2 kekonkurenan tujuh buah
garis di luar segilima konveks.
21 Kasus I (Kekonkurenan Tujuh Buah Garis di Dalam Heptagon Nonkonveks)

2.1.1
2.1.2

2.1.3

214

2.1.5
2.1.6

Diberikan heptagon nonkonveks A;A;AzA4AsAgA, seperti pada Gambar 2.
Dengan menggunakan aplikasi Geogebra, kontruksi titik P sebagai titik potong
yang berada di dalam heptagon nonkonveks, dengan membentuk garis A,V
berasal dari titik sudut A; yang memotong sisi A,As di titik V;, selanjutnya
garis A,V, dari titik sudut 4, yang memotong sisi As4¢ di titik V;, kemudian
garis A3V3 dari titik sudut A3 yang memotong sisi AgA; di titik V3, garis A,V,
dari titik sudut A, yang memotong sisi A;4, di titik V,, garis A5Vs dari titik
sudut A5 yang memotong sisi A4, di titik Vs, garis AgV, dari titik sudut Ag
yang memotong sisi A,A3 di titik Vg, dan garis A,V; dari titik sudut A; yang
memotong sisi A3A, di titik V5.
Selanjutnya berdasarkan langkah ke 2.1.2 dan teorema dasar dari teorema
Ceva, dapat dibentuk pernyataan yaitu tujuh buah garis berpotongan di satu
titik yaitu titik P, jika dan hanya jika :

A1 Vs AoV AsV7 AyVy AsVa AgVs A7V,

Vedy VeAs VoA, ViAs Volg VaAy VoA, (1)
Untuk membuktikan pernyataan dari kiri ke kanan (:>)pada langkah ke 2.1.3,

kontruksi garis A, Ay, garis A As, garis A,As, garis A, A, garis A3Ag, garis AzA,,
dan garis A4A,, sehingga terbentuk tujuh buah segitiga yaitu AA;A,As,
AA,A3Ag, AM3ALA,, DA ALAs, AAyAsAg, A3 AgA,, dan AA;ALA,.

Partisi ketujuh buah segitiga yang terbentuk dari langkah ke 2.1.4.

Selanjutnya gunakan teorema Ceva dan prinsip perbandingan luas pada
segitiga, maka akan diperoleh tujuh persamaan dari masing-masing segitiga.
Dengan menganalisa ketujuh persamaan tersebut, akan diperoleh pernyataan
dari kiri ke kanan.
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2.1.7 Jika langkah 2.1.6 terbukti, maka langkah selanjutnya yaitu membuktikan
pernyataan dari kanan ke kiri (<:) dengan menggunakan konsep ketunggalan.
Misalkan ketujuh garis A1V;, A,V,, A3Vs, A4V, AsVs, AgVs, dan garis A,V
berpotongan di titik P, selanjutnya dibuat garis A;P yang diperpanjang
sehingga memotong sisi A,Asbukan di titik V; tetapi di V;'. Kemudian buat
persamaan teorema Ceva yang baru yaitu

AV AV AsVy AV, AV, AgVs ALV, _ 2
VsAy VeA3 V7 A4 1, 'A5 VoAg V3A7 VyAy
Selanjutnya bandingkan Persamaan (1) dan (2), maka akan diperoleh pernyataan

dari kanan ke kiri.
2.2 Kasus II (Kekonkurenan Tujuh Buah Garis di Luar Heptagon Nonkonveks)

221 Diberikan heptagon nonkonveks A;A;A3A,AsAgA; seperti pada Gambar 2.

2.2.2 Dengan menggunakan aplikasi Geogebra, kontruksi titik P sebagai titik potong
yang berada di luar heptagon nonkonveks, dengan membentuk garis A;B;
berasal dari titik sudut A; yang memotong sisi 4445 di titik B;, selanjutnya
garis A, B, dari titik sudut A, yang memotong perpanjangan sisi AsAq di titik
B,, kemudian garis A3 B3 dari titik sudut A3 yang memotong perpanjangan sisi
AgA; di titik Bs, garis A4B, dari titik sudut A, yang memotong perpanjangan
sisi A;A, di titik B,, garis AsBs dari titik sudut As; yang memotong
perpanjangan sisi A;A4, di titik B, garis AgBg dari titik sudut Ag yang
memotong perpanjangan sisi A,Aj3 di titik By, dan garis A;B; dari titik sudut
A; yang memotong perpanjangan sisi A3 A, di titik B;.

2.2.3 Selanjutnya berdasarkan langkah ke 2.2.2 dan teorema dasar dari teorema
Ceva, dapat dibentuk pernyataan yaitu tujuh buah garis berpotongan di satu
titik yaitu titik P, jika dan hanya jika :

A1Bs AyBg A3B7 AyBy AsBy AgB3 A7B,
B, Bofy By Ay Bys Byl By, Byy ©

2.24 Untuk membuktikan pernyataan dari kiri ke kanan (:>) pada langkah ke 2.2.3,
kontruksi garis A1A,, garis A;4s, garis A,As, garis A,Ag, garis A3Ag, garis AzA,
dan garis A4A,, sehingga terbentuk tujuh buah segitiga yaitu AA;BsAs,
AA,BgAg, AA4B,A;, A, A4As, AMsA,B,, AA3BsA,, dan AA,A,B,.

Untuk langkah selanjutnya pada kasus ini, dapat dilakukan dengan langkah yang sama
pada kasus 1.

3. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini akan membahas bagaimana menunjukkan kekonkurenan tujuh
buah garis di dalam heptagon nonkonveks yang termuat pada Teorema 1. Kemudian akan
ditunjukkan pula kekonkurenan tujuh buah garis di luar heptagon nonkonveks yang
termuat pada teorema 2.
Teorema 1 (Teorema Ceva pada Heptagon Nonkonveks (Kasus I))
Misalkan A;A,A3A4AsAgA; adalah heptagon nonkonveks dan V; masing-masing adalah titik
yang berada pada sisi A As, AsAg, AgA; A1A;, A1A;, A;A3; dan A3A,, dengan i=
1,2,3,4,5,6,7. Garis A;V; berpotongan di titik P, jika dan hanya jika

A1Vs AxVe A3Vy A4Vy AsVp AgVs A7V,

AxVs Ay AgVs AV AsVa Aels ArVy _ @
VsAp VeAs V7 A4 V1As VoA V3A7 Va Ay
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Bukti:
Perhatikan Gambar 3.

Gambar 3. [lustrasi Garis A4;V; Konkuren di Titik P

= Misalkan garis A,V;,A,V,,A3V3 A4V,, AsVs, AgVs, dan A,V berpotongan di titik P.

Akan dibuktikan bahwa:
A,Vs AV A3V7 Ay V1 AsV, AgV3 A7V,

VsAy VeAs V7 A4 ViAs Vo Ag Vs Az VyA;
Berdasarkan langkah-2.1.5 pada kasus 1, perhatikan AA; 4,45, AA;VsAs dan AA,AsVs pada

Gambar

Gambar 4. Segitiga 414,45

Misalkan h; merupakan tinggi dari kedua AA;VsAs dan AA,AsVs, dengan masing-masing
alasnya A, Vs dan Vs A,, diperoleh
1
LAA1V5A5 = §A1V5h1
1
LAA2A5V5 = EVSAZhl
Kemudian perhatikan AA;V;P dan AA,PVs dengan masing-masing alasnya A;Vs
dan V5A4,. Misalkan h, merupakan tinggi dari kedua segitiga tersebut, diperoleh
1
LAA:LVSP = 5A1V5h2
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1
LAA2PV5 = EVsAth

Selanjutnya perhatikan AA; PAs dan AA,AsP
LAA,PAs = LAAVsAg — LAA,V.P
LAA,AsP = LAA,AV; — LAA, PV
Maka diperoleh perbandingan
LAAPAs  LAA,VsAs — LAA,VsP
LAA,AP  LAA,A Vs — LAA,PVs
1
3 AVs(hy — hy)
1
5 VsAz (hy — hy)
LAA1PAs _ AVs
LAA,ASP ~ VsA, )
Dengan menggunakan cara yang sama akan diperoleh
LAA,PAs _ AV

LAA3AGP ~ VgAs
LAA3PA, _ A3V,

LAA4A,P VoA,
LAALPA; A4y

LAAgAP ~ VyAg
LAASPA, _ AsVs,

LAAgAP — VoAq
LAAGPAs _ AgVs

LAA,AsP V34,
LAA,PA, _ A7V,

LAAJ AP~ V444

Dari Persamaan (5), (6), (7), (8), (9), (10) dan (11) diperoleh

A1 Vs AxVe A3V7 AuVi AsVy AgV3 A7V

VsAy VeA3 VA4 ViAs VyAg V3Ar VaAy
Ini bermakna bahwa Persamaan (4) terpenuhi
< untuk membuktikan sebaliknya, misalkan Persamaan (4) berlaku, akan ditunjukkan
bahwa ketujuh garis berpotongan di satu titik.
Perhatikan Gambar 5.

(6)
(7)
(8)
©)
(10)
(11)

Gambear 5. Tlustrasi Perpanjangan Garis A, P

Untuk pembuktian dari kanan ke kiri menggunakan konsep ketunggalan. Misalkan garis
A,V,, A3Vs, A4V, AsVs, AV, dan A,V berpotongan di titik P, selanjutnya dibuat garis A, P
yang diperpanjang sehingga memotong sisi A4As tidak di titik V; tetapi di V;’. Sehingga
diperoleh persamaan baru yaitu:
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A1Vs ApVs A3Vy Vi AsVy AVs A7V, =1 (12)
VsAy VeAs Vo Ay V' As Vo Ag V3 Ay VaA4

Dengan membandingkan Persamaan (4) dan Persamaan (12), diperoleh

Ay Ay

Vi'As B Vi4s

AV ALV
4, LI 10 S

Vi'As Vi4s

AV + VA AV + VA
V\'As  ViAs
Ayas — AyAs (13)
Vi'As  Vi4s

Persamaan (13) menyatakan V;’ = V;, artinya V;* dan V; terletak di satu titik (tunggal).
Sehingga dapat disimpulkan bahwa hanya ada satu garis yang merupakan perpanjangan
dari titik sudut A; yang memotong garis A,V,, AsV3, A4V, AsVs, AgVe, dan A,V tepat
dititik P yaitu garis A,V;, maka terbukti bahwa ketujuh garis tersebut berpotongan di satu
titik.

Teorema 2 (Teorema Ceva pada Heptagon Nonkonveks (Kasus II))

Misalkan A;A,A3A4AsAgA; adalah heptagon nonkonveks dan B; masing-masing adalah titik
yang berada pada perpanjangan sisi A4As, AsA¢, AcA;, A14;, A1A,, AA3 dan AzA,,

dengan i = 1,2,3,4,5,6, 7. Garis A;B; berpotongan di titik P, jika dan hanya jika
A1Bs A3Bg A3B7 A4By AsBy AeBs A7By _ 1 14
BsAj BeAs ByAy B1As ByAg BsA7 By (14)

Bukti:
Perhatikan Gambar 6.

Gambar 6. Garis A;B; Konkuren di Titik P
= Misalkan garis Ay B, A;B;, A3B3 AyB,, AsBs, AgBg, dan A;B, berpotongan di titik P,
akan dibuktikan bahwa Persamaan (14) berlaku, berdasarkan langkah-langkah dan

konsep pembuktian yang sama pada Teorema 1, maka diperoleh
LAAPAs _ A1Bs

LAA,PAs ~ BsA, (15)
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LAA,PAg _ A3Bg

LAA3PAg  BgAs (16)
LAAsPA; _ A3By (17)
LAALPA;  B,A,
LAA1A4P _ A4By (18)
LAA,PAs  AsB;
LAAsA2P _ AsB, (19)
LAAgA,P  BpAq
LAAGPA; _ A¢Bs (20)
LAA,PA;  Bs3A,
LAA;ALP _ A7B, (21

LAA1ALP ~ BuAq
Dari Persamaan (15), (16), (17), (18), (19), (20) dan (21) diperoleh
A1Bs A3 Bg A3B7 AyBy AsB; AgB3 A7 B,
BsAjp BeAs B;Ay By As ByAg BsA; BiAy
Ini bermakna bahwa Persamaan (14) terpenuhi.
< Untuk membuktikan sebaliknya, dapat dilakukan dengan konsep dan cara yang sama
pada pembuktian Teorema 1 maka akan diperoleh bukti pada Teorema 2.

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan yang diperoleh, dapat disimpulkan bahwa
teorema Ceva yang berlaku pada sebuah segitiga, ternyata dapat dikembangkan pada
bangun datar lainnya yaitu heptagon nonkonveks dalam dua kasus. Kasus 1 yaitu
menunjukkan kekonkurenan tujuh buah garis di dalam heptagon nonkonveks dan kasus 2
yaitu menunjukkan kekonkurenan tujuh buah garis di luar heptagon nonkonveks. Adapun
pembuktian dilakukan dengan menggunakan prinsip perbandingan luas pada segitiga.
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