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Abstrak 
  

Trace matriks adalah jumlahan dari entri-entri pada diagonal utama dari matriks 

bujursangkar. Pada makalah ini akan ditentukan rumus umum trace matriks berbentuk 

khusus berpangkat bilangan bulat positif dengan entri bilangan riil. Untuk memperoleh 

rumus umum dari trace matriks berbentuk khusus berpangkat bilangan bulat positif maka 

harus dilakukan pendugaan melalui pencarian perpangkatan matriks berbentuk khusus 

untuk beberapa ordo dan beberapa bilangan bulat positif sebagai pangkatnya. Selanjutnya 

rumus umum yang diduga akan dibuktikan menggunakan induksi matematika. Kemudian 

membuktikan trace matriks dengan pembuktian langsung.  
 

Kata Kunci:  matriks, determinan, perpangkatan matriks, trace. 

 

Abstract 
 

Trace matrix is the sum of the main diagonal element of a square matrix. In this paper, we will 

determine formula of trace of special matrix 𝑛 × 𝑛 of positif integer power. To get the formula of the 

trace of special matrix positive integer , we must have an matrix multiplication 𝐴3
2 to  𝐴3

12. Then 

prove the general form an matrix multiplication (𝐴3)
𝑛, and the prove using mathematical induction. 

And then to the prove 𝑡𝑟 (𝐴3)
𝑛  by using direct proof.  

 

Keywords: matrix, determinant, matrix multiplication, trace. 

 

 

1. Pendahuluan  
Menurut [1], misalkan ][ ijaA   adalah matriks bujursangkar, trace matriks A 

merupakan penjumlahan entri-entri pada diagonal utama dari matriks A dan dinotasikan 

dengan tr(A). Beberapa peneliti sudah banyak yang membahas mengenai trace matriks. 

Pada tahun 2015, J. Pahade dan M.Jha [2] membahas mengenai rumus umum trace 

matriks orde 2x2 berpangkat bilangan bulat positif. Selanjutnya pada tahun 2012, C. 

Brezinski, dkk. [3] menemukan bahwa trace suatu matriks diaplikasikan di beberapa 
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bidang matematika, seperti teori bilangan, analisis jaringan, sistem dinamik, persamaan 

differensial, dan teori matrik.  

Pada tahun 2017, F. Y. Nengsih [4] membahas tentang cara menentukan rumus 

umum trace  dari matriks kompleks orde 2 berpangkat bilangan bulat positif. Pembahasan 

mengenai trace juga telah dibahas oleh Yulianis [5], yang membahas mengenai rumus 

umum trace matriks yang dibentuk secara khusus dengan entri bilangan real dan bilangan 

kompleks berpangkat bilangan bulat negatif. Kemudian pada tahun 2018 pembahasan 

tentang trace matriks dibahas oleh R. Andesta [6], yang membahas tentang rumus umum 

trace matriks berbentuk khusus 3 × 3 dengan pangkat bilangan bulat positif dengan entri 

bilangan real. 

Penelitian tentang trace ini terus berkembang hingga pada tahun 2020, F. Aryani [9] 

membahas bentuk umum trace matriks ketetanggaan dari graf lengkap dipangkatkan -2, -

3, dan -4. F. Aryani [10] dan [11] membahas bentuk umum trace matriks segitiga 

berukuran 4x4 dan 5x5 berpangkat bilangan bulat positif. 

Pada penelitian ini akan ditentukan rumus umum trace matriks 𝑛 × 𝑛 yang 

berbentuk khusus dengan pangkat bilangan bulat positif. Adapun bentuk khusus dari 

matriks yang akan dibahas adalah: 

 

𝐴𝑛 = [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

] dengan 𝑎 ∈ ℝ                 (1) 

 

2. Metode Penelitian  
Pada penelitian ini dibutuhkan beberapa landasan teori mengenai perpangkatan 

matriks, trace matriks dan sifat-sifatnya, dan hasil penelitian sebelumnya mengenai trace 

matriks berbentuk khusus 2 × 2 berpangkat bilangan bulat positif yang diperoleh oleh T. 

Fatonah [8]. Berikut dijelaskan definisi dari perpangkatan matriks, baik pangkat positif 

maupun pangkat negatif. 

 

Definisi 1 [7] Jika 𝐴 adalah matriks bujursangkar, maka definisi dari pangkat integer 

taknegatif dari 𝐴 adalah 
𝐴0 = 𝐼, 𝐴𝑚 = 𝐴𝐴…𝐴⏟    

𝑚 faktor

(𝑚 > 0) 

Selanjutnya, jika 𝐴 invertible, maka pangkat integer negatif dari 𝐴 adalah  
 𝐴−𝑚 = (𝐴−1)𝑚 = 𝐴−1𝐴−1…𝐴−1⏟        

𝑚 faktor

 

 

Teorema 1 menyatakan sifat-sifat perpangkatan matriks. 

 

Teorema 1 [7] Jika 𝐴 adalah matriks bujursangkar dan 𝑟 dan 𝑠 adalah bilangaan bulat, 

maka : 

  𝐴𝑟𝐴𝑠 = 𝐴𝑟+𝑠,   (𝐴𝑟)𝑠 = 𝐴𝑟𝑠 

 

Berikut ini akan dijelaskan definisi trace matriks, yang hanya terdefinisi pada 

matriks bujursangkar. 



30 

 

Definisi 2 [7] Misalkan 𝐴 adalah matriks bujursangkar. Trace dari 𝐴 (trace of 𝐴), biasa 

ditulis 𝑡𝑟(𝐴) adalah penjumlahan entri-entri pada diagonal utama 𝐴. Trace dari 𝐴 tidak 

dapat ditentukan jika 𝐴 bukan matriks bujursangkar. 

 

Pada Teorema 2 dijelaskan sifat-sifat trace matriks bujursangkar. 

 

Teorema 2 [1] Jika 𝐴 dan 𝐵 adalah matriks bujursangkar berorde sama dan 𝑐 adalah 

skalar, maka berlaku: 

i. 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇), 

ii. 𝑡𝑟(𝑐𝐴) = 𝑐. 𝑡𝑟(𝐴), 

iii. 𝑡𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) + 𝑡𝑟(𝐵), 

iv. 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴). 

 

Berikut adalah hasil yang telah diperoleh oleh T. Fatonah [8] pada tahun 2017 mengenai 

trace matriks yang berbentuk khusus 2 × 2 berpangkat bilangan bulat positif dengan entri 

matriks bilangan real. langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai berikut. 

 

1. Misalkan matriks 𝐴 = [
0 𝑎
𝑏 0

], ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ. 

2. Menentukan det(𝐴), yaitu : 

det(𝐴) = 0 − 𝑎𝑏 = −𝑎𝑏                                                                    

3. Menentukan rumus umum nA  untuk 𝑛 = 1,2,… ,12. 

𝐴1 = [
0 𝑎
𝑏 0

]                                                                                          

AAA .2  = [
𝑎𝑏 0
0 𝑎𝑏

]                                                                           

123 .AAA  = [ 0 𝑎2𝑏
𝑎𝑏2 0

]                                                                     

134 .AAA  = [𝑎
2𝑏2 0
0 𝑎2𝑏2

]                                                                  

145 .AAA  = [ 0 𝑎3𝑏2

𝑎2𝑏3 0
]                                                                  

156 .AAA  = [𝑎
3𝑏3 0
0 𝑎3𝑏3

]                                                                  

167 .AAA  = [ 0 𝑎4𝑏3

𝑎3𝑏4 0
]                                                                  

178 .AAA  = [𝑎
4𝑏4 0
0 𝑎4𝑏4

]                                                                  

189 .AAA  = [ 0 𝑎5𝑏4

𝑎4𝑏5 0
]                                                                  

1910 .AAA  = [𝑎
5𝑏5 0
0 𝑎5𝑏5

]                                                                

11011 .AAA  = [ 0 𝑎6𝑏5

𝑎5𝑏6 0
]                                                                

11112 .AAA  = [𝑎
6𝑏6 0
0 𝑎6𝑏6

]                                                                

 

Dengan melihat hasil perpangkatan matriks di atas, maka diduga rumus umum 
nA  adalah : 
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𝐴𝑛 =

{
 
 

 
 [ 0 𝑎

𝑛+1

2 𝑏
𝑛−1

2

𝑎
𝑛−1

2 𝑏
𝑛+1

2 0
]                         , 𝑛 ganjil

[𝑎
𝑛

2𝑏
𝑛

2 0

0 𝑎
𝑛

2𝑏
𝑛

2

]                                      , 𝑛 genap

 (2) 

 

4. Membuktikan rumus umum nA  dengan induksi matematika. 

 

Rumus umum 𝐴𝑛 pada Persamaan (2) dinyatakan dalam Teorema 3 sebagai berikut: 

 

Teorema 3  [8] Misalkan matriks 𝐴 = [
0 𝑎
𝑏 0

] dengan 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, maka 

𝐴𝑛 =

{
 
 

 
 [ 0 𝑎

𝑛+1
2 𝑏

𝑛−1
2

𝑎
𝑛−1
2 𝑏

𝑛+1
2 0

]                         , 𝑛 ganjil

[𝑎
𝑛
2𝑏

𝑛
2 0

0 𝑎
𝑛
2𝑏

𝑛
2

]                                      , 𝑛 genap

 

 

Bukti: Pertama-tama, akan dibuktikan untuk 𝑛 ganjil. Hal ini dibuktikan dengan induksi 

matematika. 

Misalkan 𝑝(𝑛): 𝐴𝑛 = [ 0 𝑎
𝑛+1

2 𝑏
𝑛−1

2

𝑎
𝑛−1

2 𝑏
𝑛+1

2 0
]. 

 

1. Untuk 𝑛 = 1 maka 

𝑝(1): 𝐴1 = [ 0 𝑎1𝑏0

𝑎0𝑏1 0
] 

= [
0 𝑎
𝑏 0

], benar 

2. Asumsikan untuk 𝑛 = 𝑘, 𝑝(𝑘) benar, yaitu : 

𝑝(𝑘): 𝐴𝑘 = [ 0 𝑎
𝑘+1
2 𝑏

𝑘−1
2

𝑎
𝑘−1
2 𝑏

𝑘+1
2 0

] 

 Maka akan dibuktikan untuk 𝑛 = 𝑘 + 2, 𝑝(𝑘 + 2) juga benar. 

𝐴𝑘+2 = (𝐴𝑘𝐴2) 

= (𝐴𝑘 . 𝐴. 𝐴) 

= ([ 0 𝑎
𝑘+1
2 𝑏

𝑘−1
2

𝑎
𝑘−1
2 𝑏

𝑘+1
2 0

] [
0 𝑎
𝑏 0

] [
0 𝑎
𝑏 0

]) 

= ([ 0 𝑎
𝑘+1

2 𝑏
𝑘−1

2

𝑎
𝑘−1

2 𝑏
𝑘+1

2 0
] [
𝑎𝑏 0
0 𝑎𝑏

])  

= [
0 𝑎𝑏 (𝑎

𝑘+1
2 𝑏

𝑘−1
2 )

𝑎𝑏 (𝑎
𝑘−1
2 𝑏

𝑘+1
2 ) 0

] 

= [ 0 𝑎
𝑘+3
2 𝑏

𝑘+1
2

𝑎
𝑘+1
2 𝑏

𝑘+3
2 0

] 
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Berdasarkan langkah 1 dan 2, maka terbukti bahwa  

𝐴𝑛 = [ 0 𝑎
𝑛+1

2 𝑏
𝑛−1

2

𝑎
𝑛−1

2 𝑏
𝑛+1

2 0
] untuk 𝑛 ganjil 

 

 Selanjutnya akan dibuktikan untuk 𝑛 genap menggunakan induksi matematika 

yaitu : 

𝑝(𝑛):𝐴𝑛 = [𝑎
𝑛
2𝑏

𝑛
2 0

0 𝑎
𝑛
2𝑏

𝑛
2

] 

1. Untuk 𝑛 = 2 maka 

𝑝(2): 𝐴2 = [𝑎
1𝑏1 0
0 𝑎1𝑏1

] 

= [
𝑎𝑏 0
0 𝑎𝑏

] , benar 

2. Asumsikan untuk 𝑛 = 𝑘, 𝑝(𝑘) benar, yaitu : 

𝑝(𝑘):𝐴𝑘 = [𝑎
𝑘
2𝑏

𝑘
2 0

0 𝑎
𝑘
2𝑏

𝑘
2

] 

Maka akan dibuktikan untuk 𝑛 = 𝑘 + 2, 𝑝(𝑘 + 2) juga benar. 

𝐴𝑘+2 = (𝐴𝑘𝐴2) 

= (𝐴𝑘 . 𝐴. 𝐴) 

= ([𝑎
𝑘
2𝑏

𝑘
2 0

0 𝑎
𝑘
2𝑏
𝑘
2

] [
0 𝑎
𝑏 0

] [
0 𝑎
𝑏 0

]) 

= ([𝑎
𝑘
2𝑏

𝑘
2 0

0 𝑎
𝑘
2𝑏
𝑘
2

] [
𝑎𝑏 0
0 𝑎𝑏

]) 

= [
𝑎𝑏 (𝑎

𝑘
2𝑏

𝑘
2) 0

0 𝑎𝑏 (𝑎
𝑘
2𝑏

𝑘
2)
] 

= [𝑎
𝑘+2
2 𝑏

𝑘+2
2 0

0 𝑎
𝑘+2
2 𝑏

𝑘+2
2

] 

Berdasarkan langkah 1 dan 2, maka terbukti 𝐴𝑛 = [𝑎
𝑛

2𝑏
𝑛

2 0

0 𝑎
𝑛

2𝑏
𝑛

2

] untuk 𝑛 genap. 

Jadi, Teorema 3 terbukti benar.  

 

5. Menentukan rumus umum 𝑡𝑟(𝐴𝑛) dengan 𝑛 ganjil dan 𝑛 genap. 

 

Teorema 4 [8] Diberikan matriks 𝐴 = [
0 𝑎
𝑏 0

], ∀     𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, maka 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = {
0                                                       , untuk 𝑛 ganjil

2(−1)
𝑛
2(det(𝐴))

𝑛
2                         , untuk 𝑛 genap

 

 

Bukti : 

Akan dibuktikan 𝑡𝑟(𝐴𝑛) = 0 untuk 𝑛 ganjil. 

Berdasarkan Teorema 3 maka dapat dibentuk 𝑡𝑟(𝐴𝑛) untuk 𝑛 bilangan ganjil yaitu: 
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𝑡𝑟(𝐴𝑛) = 𝑡𝑟 [ 0 𝑎
𝑛+1
2 𝑏

𝑛−1
2

𝑎
𝑛−1
2 𝑏

𝑛+1
2 0

] 

= 0 + 0 = 0 .  

Maka terbukti 𝑡𝑟(𝐴𝑛) = 0 untuk 𝑛 ganjil. 

Selanjutnya akan dibuktikan 𝑡𝑟(𝐴𝑛) = 2(−1)
𝑛

2(det(𝐴))
𝑛

2 , untuk 𝑛 genap. 

Berdasarkan Teorema 3 maka dapat diduga rumus umum 𝑡𝑟(𝐴𝑛) untuk 𝑛 bilangan genap 

yaitu: 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = 𝑡𝑟 [𝑎
𝑛
2𝑏

𝑛
2 0

0 𝑎
𝑛
2𝑏

𝑛
2

] 

= 𝑎
𝑛
2𝑏

𝑛
2 + 𝑎

𝑛
2𝑏

𝑛
2 

= 2𝑎
𝑛
2𝑏

𝑛
2  

= 2(𝑎𝑏)
𝑛
2  

= 2(−(−𝑎𝑏))
𝑛

2 . 

Sehingga diperoleh: 

𝑡𝑟(𝐴𝑛) = 2(−det (𝐴))
𝑛
2  

= 2(−1)
𝑛

2(det (𝐴))
𝑛

2 .  

Maka terbukti 𝑡𝑟(𝐴𝑛) = 2(−1)
𝑛

2(det(𝐴))
𝑛

2 , untuk 𝑛 genap.  

 

 

3. Hasil dan Pembahasan 

3.1  Rumus Umum Matriks Berbentuk Khusus Orde 𝒏 × 𝒏 Berpangkat Bilangan 

Bulat Positif  

Misalkan matriks 𝐴𝑛 = [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

], dengan 𝑎 ∈ ℝ. Langkah pertama untuk 

menentukan rumus umum trace matriks 𝐴𝑛 berpangkat bilangan bulat positif adalah 

menentukan trace dari matriks tersebut untuk beberapa bilangan bulat positif sebagai 

pangkatnya. Berikut akan ditentukan 𝐴𝑛
𝑚 untuk 𝑚 = 1,2,3,4,5. 

 

1. 𝐴𝑛
2 = [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

] [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

] 

 

= [

𝑎2 +  𝑎2 +⋯+  𝑎2 𝑎2 +  𝑎2 +⋯+  𝑎2 … 𝑎2 +  𝑎2 +⋯+  𝑎2

𝑎2 +  𝑎2 +⋯+  𝑎2 𝑎2 +  𝑎2 +⋯+  𝑎2 … 𝑎2 +  𝑎2 +⋯+  𝑎2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎2 +  𝑎2 +⋯+  𝑎2 𝑎2 +  𝑎2 +⋯+  𝑎2 … 𝑎2 +  𝑎2 +⋯+  𝑎2

] 

 

= [

𝑛𝑎2 𝑛𝑎2 … 𝑛𝑎2

𝑛𝑎2 𝑛𝑎2 … 𝑛𝑎2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑎2 𝑛𝑎2 … 𝑛𝑎2

] 
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𝐴𝑛
3 = [

𝑛𝑎2 𝑛𝑎2 … 𝑛𝑎2

𝑛𝑎2 𝑛𝑎2 … 𝑛𝑎2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑎2 𝑛𝑎2 … 𝑛𝑎2

] [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

]  

=[

𝑛𝑎3 + 𝑛𝑎3 +⋯+𝑛𝑎3 𝑛𝑎3 + 𝑛𝑎3 +⋯+ 𝑛𝑎3 … 𝑛𝑎3 + 𝑛𝑎3 +⋯+ 𝑛𝑎3

𝑛𝑎3 + 𝑛𝑎3 +⋯+ 𝑛𝑎3 𝑛𝑎3 + 𝑛𝑎3 +⋯+ 𝑛𝑎3 … 𝑛𝑎3 + 𝑛𝑎3 +⋯+ 𝑛𝑎3

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑎3 + 𝑛𝑎3 +⋯+ 𝑛𝑎3 𝑛𝑎3 + 𝑛𝑎3 +⋯+ 𝑛𝑎3 … 𝑛𝑎3 + 𝑛𝑎3 +⋯+ 𝑛𝑎3

] 

 

=[

𝑛2𝑎3 𝑛2𝑎3 … 𝑛2𝑎3

𝑛2𝑎3 𝑛2𝑎3 … 𝑛2𝑎3

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛2𝑎3 𝑛2𝑎3 … 𝑛2𝑎3

] 

 

2. 𝐴𝑛
4 = [

𝑛2𝑎3 𝑛2𝑎3 … 𝑛2𝑎3

𝑛2𝑎3 𝑛2𝑎3 … 𝑛2𝑎3

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛2𝑎3 𝑛2𝑎3 … 𝑛2𝑎3

] [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

] 

 

=

[

𝑛2𝑎4 + 𝑛2𝑎4 +⋯+ 𝑛2𝑎4 𝑛2𝑎4 + 𝑛2𝑎4 +⋯+ 𝑛2𝑎4 … 𝑛2𝑎4 + 𝑛2𝑎4 +⋯+ 𝑛2𝑎4

𝑛2𝑎4 + 𝑛2𝑎4 +⋯+ 𝑛2𝑎4 𝑛2𝑎4 + 𝑛2𝑎4 +⋯+ 𝑛2𝑎4 … 𝑛2𝑎4 + 𝑛2𝑎4 +⋯+ 𝑛2𝑎4

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛2𝑎4 + 𝑛2𝑎4 +⋯+ 𝑛2𝑎4 𝑛2𝑎4 + 𝑛2𝑎4 +⋯+ 𝑛2𝑎4 … 𝑛2𝑎4 + 𝑛2𝑎4 +⋯+ 𝑛2𝑎4

] 

 

=[

𝑛3𝑎4 𝑛3𝑎4 … 𝑛3𝑎4

𝑛3𝑎4 𝑛3𝑎4 … 𝑛3𝑎4

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛3𝑎4 𝑛3𝑎4 … 𝑛3𝑎4

] 

 

3. 𝐴𝑛
5 = [

𝑛3𝑎4 𝑛3𝑎4 … 𝑛3𝑎4

𝑛3𝑎4 𝑛3𝑎4 … 𝑛3𝑎4

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛3𝑎4 𝑛3𝑎4 … 𝑛3𝑎4

] [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

] 

 

=

[

𝑛3𝑎5 + 𝑛3𝑎5 +⋯+ 𝑛3𝑎5 𝑛3𝑎5 + 𝑛3𝑎5 +⋯+ 𝑛3𝑎5 … 𝑛3𝑎5 + 𝑛3𝑎5 +⋯+ 𝑛3𝑎5

𝑛3𝑎5 + 𝑛3𝑎5 +⋯+ 𝑛3𝑎5 𝑛3𝑎5 + 𝑛3𝑎5 +⋯+ 𝑛3𝑎5 … 𝑛3𝑎5 + 𝑛3𝑎5 +⋯+ 𝑛3𝑎5

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛3𝑎5 + 𝑛3𝑎5 +⋯+ 𝑛3𝑎5 𝑛3𝑎5 + 𝑛3𝑎5 +⋯+ 𝑛3𝑎5 … 𝑛3𝑎5 + 𝑛3𝑎5 +⋯+ 𝑛3𝑎5

] 

=[

𝑛4𝑎5 𝑛4𝑎5 … 𝑛4𝑎5

𝑛4𝑎5 𝑛4𝑎5 … 𝑛4𝑎5

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛4𝑎5 𝑛4𝑎5 … 𝑛4𝑎5

] 

 

Berdasarkan bentuk matriks perpangkatan dari 𝐴𝑛 = [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

], dengan 𝑎 ∈ ℝ  

diatas, diduga rumuk umum 𝐴𝑛
𝑚 adalah sebagai berikut: 
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𝐴𝑛
𝑚 = [

𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

]. 

Untuk menunjukkan dugaan tersebut benar, akan dibuktikan pada Teorema 5 berikut. 

 

Teorema 5 Diberikan matriks 𝐴𝑛 = [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

], dengan 𝑎 ∈ ℝ maka:  

 

𝐴𝑛
𝑚 = [

𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

] 

 

Bukti : Pembuktian dilakukan dengan induksi matematika. 

 

Misalkan 𝑝(𝑚) ∶  𝐴𝑛
𝑚
= [

𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

] 

 

1. Akan ditunjukkan  𝑝(1) benar,yaitu: 

 

𝑝(1) ∶  𝐴𝑛
1
= [

𝑛1−1𝑎1 𝑛1−1𝑎1 … 𝑛1−1𝑎1

𝑛1−1𝑎1 𝑛1−1𝑎1 … 𝑛1−1𝑎1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛1−1𝑎1 𝑛1−1𝑎1 … 𝑛1−1𝑎1

] 

 

𝐴𝑛
1 = [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

] 

 

Dengan memperhatikan Persamaan (1) maka 𝑝(1) benar. 

 

2. Asumsikan untuk  𝑝(𝑘) benar, yaitu : 

 

𝑝(𝑘) ∶  𝐴𝑛
𝑘
= [

𝑛𝑘−1𝑎𝑘 𝑛𝑘−1𝑎𝑘 … 𝑛𝑘−1𝑎𝑘

𝑛𝑘−1𝑎𝑘 𝑛𝑘−1𝑎𝑘 … 𝑛𝑘−1𝑎𝑘

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑘−1𝑎𝑘 𝑛𝑘−1𝑎𝑘 … 𝑛𝑘−1𝑎𝑘

] 

 

Maka akan dibuktikan  𝑝(𝑘 + 1) juga benar, yaitu : 

𝑝(𝑘 + 1) ∶  𝐴𝑛
𝑘+1

= [

𝑛𝑘𝑎𝑘+1 𝑛𝑘𝑎𝑘+1 … 𝑛𝑘𝑎𝑘+1

𝑛𝑘𝑎𝑘+1 𝑛𝑘𝑎𝑘+1 … 𝑛𝑘𝑎𝑘+1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑘𝑎𝑘+1 𝑛𝑘𝑎𝑘+1 … 𝑛𝑘𝑎𝑘+1

] 

 

Perhatikan bahwa: 
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𝐴𝑛
𝑘+1 = 𝐴𝑛

𝑘. 𝐴𝑛 

= [

𝑛𝑘−1𝑎𝑘 𝑛𝑘−1𝑎𝑘 … 𝑛𝑘−1𝑎𝑘

𝑛𝑘−1𝑎𝑘 𝑛𝑘−1𝑎𝑘 … 𝑛𝑘−1𝑎𝑘

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑘−1𝑎𝑘 𝑛𝑘−1𝑎𝑘 … 𝑛𝑘−1𝑎𝑘

] . [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

] 

 

= [

𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + ⋯+ 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + ⋯+ 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 … 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + ⋯+ 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎
𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + ⋯+ 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + ⋯+ 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 … 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + ⋯+ 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎𝑎𝑘

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + ⋯+ 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + ⋯+ 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 … 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 + ⋯+ 𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎

] 

 

= [

𝑛𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 𝑛𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 … 𝑛𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎
𝑛𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 𝑛𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 … 𝑛𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 𝑛𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎 … 𝑛𝑛𝑘−1𝑎𝑘𝑎

] 

 

= [

𝑛𝑘𝑎𝑘+1 𝑛𝑘𝑎𝑘+1 … 𝑛𝑘𝑎𝑘+1

𝑛𝑘𝑎𝑘+1 𝑛𝑘𝑎𝑘+1 … 𝑛𝑘𝑎𝑘+1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑘𝑎𝑘+1 𝑛𝑘𝑎𝑘+1 … 𝑛𝑘𝑎𝑘+1

] 

 

Jadi terbukti 𝑝(𝑘 + 1) juga benar. 

 

 

3.2  Rumus Umum Trace Matriks Berbentuk Khusus Orde 𝒏 × 𝒏 Berpangkat 

Bilangan Bulat Positif 
  Berdasarkan bentuk umum perpangkatan matriks pada Teorema 5 maka diperoleh 

trace matriks berpangkatnya yang dinyatakan dalam Teorema 6 berikut : 

 

Teorema 6 Misalkan matriks 𝐴𝑛 = [

𝑎 𝑎 … 𝑎
𝑎 𝑎 … 𝑎
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎 𝑎 … 𝑎

], dengan 𝑎 ∈ ℝ, maka 𝑡𝑟(𝐴𝑛
𝑚) = (𝑛𝑎)𝑚. 

 

Bukti : Berdasarkan bentuk umum perpangkatan matriks 𝐴𝑛 yang diperoleh pada 

Teorema 5, maka diperoleh rumus umum 𝑡𝑟(𝐴𝑛) yaitu: 

 

𝑡𝑟(𝐴𝑛
𝑚) = 𝑡𝑟 [

𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑛𝑚−1𝑎𝑚 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 … 𝑛𝑚−1𝑎𝑚

] = 𝑛. 𝑛𝑚−1𝑎𝑚 = 𝑛𝑚𝑎𝑚 = (𝑛𝑎)𝑚. 

 

 

4. Kesimpulan  

Misalkan matriks 𝐴𝑛 = {(𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛|𝑎𝑖𝑗 = 𝑎 ∈ ℝ}, dengan 𝑎 ∈ ℝ maka bentuk umum 

perpangkatan matriks 𝐴𝑛 dengan pangkat bilangan bulat positif adalah: 𝐴𝑛
𝑚 =

{(𝑏𝑖𝑗)𝑛×𝑛|𝑏𝑖𝑗 = 𝑛
𝑚−1𝑎𝑚  dengan 𝑎 ∈ ℝ}, dimana 𝑚 ∈ ℤ. Sedangkat rumus umum trace dari 

𝐴𝑛
𝑚 adalah : 𝑡𝑟(𝐴𝑛

𝑚) = (𝑛𝑎)𝑚. 
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