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ABSTRAK 

Pada paper ini ditentukan nilai total ketakteraturan titik pada graf seri paralel   (     ) untuk    . 
Penentuan nilai total ketakteraturan titik graf seri paralel dilakukan dengan menentukan batas bawah terbesar 

dan batas atas terkecil. Hasil dari penelitian ini, diperoleh nilai total ketakteraturan titik dari graf seri paralel 

  (     ) adalah    (  (     ))  ⌈
    

 
⌉, untuk    . 

 

Kata Kunci : graf seri paralel, nilai total ketakteraturan titik, pelabelan total tak teratur titik 

 

ABSTRACT 

 
In this paper found total vertex irregularity strength of series parallel   (     ) for    . Determining 

the total vertex irregularity strength of series parallel   (     ) for     was conducted by determining 

the greatest lower bound  and the smallest upper bound of the total vertex irregularity strength of series 

parallel   (     ). We found the total vertex irregularity strength of graph series parallel   (     ) is 

   (  (     ))  ⌈
    

 
⌉, for    . 

Keywords: irregular total k-labeling , graph series parallel, total vertex irregularity strength. 
 

Pendahuluan 
 

Menurut Bondy dan Murty [4], teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang 

terus dikembangkan. Suatu graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan ( ( )  ( )) dengan 

 ( ) merupakan himpunan titik (vertices atau node), dan   merupakan himpunan sisi, bersama-

sama dengan suatu fungsi insidensi  ( ) yang mengaitkan setiap sisi dari    dengan pasangan titik 

di  .  

beberapa pokok bahasan dalam teori graf, salah satunya adalah pelabelan graf. Pelabelan graf 

merupakan pemasangan nilai bilangan ke setiap titik, sisi, atau keduanya. Rismawati [13] 

mengatakan bahwa pelabelan graf  terdiri dari berbagai macam diantaranya pelabelan total tak 

teratur, pelabelan ajaib, pelabelan harmoni dan pelabelan anti ajaib.  

aĉBa dkk. [3] mendefinisikan pelabelan total tak teratur titik dan pelabelan total tak teratur 

sisi. Pelabelan-  total tak teratur titik dari graf   didefinisikan sebagai suatu pemetaan yang 

memetakan himpunan titik dan sisi dari   ke himpunan bilangan *       + sedemikian sehingga 

semua titik mempunyai bobot yang berbeda. Bobot titik    pada pelabelan ini adalah jumlah label 

titik   dan semua sisi yang terkait pada  . Bobot titik   diperoleh dari   ( )    ( )  
∑   (  )    . Nilai total ketakteraturan titik (total vertex irregularity strength) dari graf G  yang 

dinotasikan dengan )(Gtvs  adalah label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf G

dengan pelabelan total tak teratur titik. 

Ahmad, dkk. [1] memperoleh nilai total ketakteraturan titik dari graf barisan diagonal 

   (   )  ⌈
    

 
⌉ untuk    , dan graf triangular snake    (   )  ⌈

    

 
⌉ untuk    . Pada 

tahun 2017, S. Aarthi [2] memperoleh nilai total ketakteraturan titik dari graf helm    (  )  

⌈
   

 
⌉ untuk    . Pada tahun 2018, P. Jeyanthi dkk. [6] juga memperoleh nilai total 
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ketakteraturan dari beberapa graf, diantaranya:    (   )  ⌈
    

 
⌉ dari graf siklus quadrilateral 

snake untuk     ,    (   )  ⌈
    

 
⌉ dari graf Sunflower untuk    , dan    (   )  ⌈

    

 
⌉ 

dari graf roda ganda untuk    . Pada tahun yang sama, Marzuki, dkk. [8], memperoleh nilai total 

ketakteraturan titik dari graf        adalah    (     )  ⌈
    

 
⌉.  

Suatu pelabelan       *       + dikatakan pelabelan-  total tak teratur sisi di  , 

jika untuk setiap dua sisi berbeda   dan   pada   memenuhi   ( )    ( ). Nilai total 

ketakteraturan sisi dari graf G  yang dinotasikan dengan )(Gtes  adalah label terbesar minimum 

yang digunakan untuk melabeli graf G  dengan pelabelan total tak teratur sisi. Pada tahun 2015, 

Rajasingh dkk. [11]  memperkenalkan nilai total ketakteraturan sisi dari graf seri paralel. Graf seri 

paralel merupakan pengembangan dari graf theta yang diperumum. Aplikasi dari graf seri paralel 

dapat diasumsikan pada rangkaian listrik, dimana dalam rangkaian listrik terdapat rangkaian seri 

dan rangkaian paralel. Di dalam penelitiannya, Rajasingh dan Arockiamary [11] memperoleh 

    (  (     ))  ⌈
  (   )  

 
⌉. Pada makalah ini akan ditentukan rumus umum nilai total 

ketakteraturan titik pada graf seri paralel (     ) untuk    . 

 
Bahan dan Metode Penelitian 

Berikut ini diberikan beberapa definisi dan teorema yang dibutuhkan dalam menentukan 

rumus umum nilai total ketakteraturan titik pada graf seri paralel (     ) untuk    . 
 

Definisi 1 [9] Graf   didefinisikan sebagai pasangan himpunan (   ), ditulis  dengan notasi 

  (   ), dimana   adalah suatu himpunan tak kosong dari titik-titik (vertices atau node) dan   

adalah himpunan sisi (edges atau arcs) yang menghubungkan sepasang titik.  

Definisi 1 menyatakan bahwa   tidak boleh kosong, sedangkan   boleh kosong. Jadi, sebuah graf 

dimungkinkan tidak memiliki sisi satu buah pun, tetapi titik harus ada, minimal satu. Graf yang 

tidak memiliki sisi dan hanya mempunyai satu titik disebut graf trivial. 

Titik pada graf dapat diberi nama dengan huruf, seperti                atau dengan 

bilangan asli          atau gabungan keduanya. Sedangkan sisi yang menghubungkan titik   
dengan titik   dinyatakan dengan      . Banyaknya titik dari graf   (   ) disebut order yang 

dinotasikan dengan  ( ), sedangkan banyaknya sisi dari graf   (   ) disebut size yang 

dinotasikan dengan  ( ) [9]. 

Munir dkk. [9] menyebutkan bahwa graf dapat dikelompokkan menjadi beberapa kategori atau 

jenis bergantung pada sudut pandang pengelompokannya. Pengelompokan graf dapat dpandang 

berdasarkan ada tidaknya sisi ganda atau sisi kalang, berdasarkan jumlah titik, atau berdasarkan 

orientasi arah pada sisi. 

 

1. Graf Theta yang Diperumum dan Graf Seri Paralel 

a. Graf Theta yang Diperumum 

Definisi 2 [11] Graf theta yang diperumum  (   ) atau graf theta dengan n titik, 

mempunyai dua titik N dan S berderajat m, sehingga setiap titik lainnya berderajat 2 dan 

merentang pada salah satu dari m lintasan, yang menghubungkan titik N dan S. Kedua titik 

N dan S masing-masing disebut kutub utara dan kutub selatan. Lintasan antara kutub 

selatan dan kutub utara disebut longitude. Sebuah longitude dilambangkan dengan L.  
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N S

 
Gambar 1 Graf Theta  (   ) 

Graf theta  (   ) dikatakan seragam jika |  |  |  |      |  |, dengan    adalah 

longitude dari  (   ). Pada paper ini, akan digunakan komposisi seri dari graf theta 

seragam yang akan didefinisikan sebagai berikut. 

b. Graf Seri Paralel 

Definisi 3 [11] Graf seri paralel adalah gabungan graf theta              , dimana 

    (        ), dengan m adalah longitude pada setiap graf theta, r adalah jumlah 

titik berderajat dua yang merentang pada setiap longitude dan            , yaitu 

banyaknya graf theta. Level pada graf dinotasikan dengan Level 0, Level 1, …, Level 

(   ), Level (   ), …, Level (      ) dan Level (    ).  
 

 
Gambar 2 Level pada   (     ) 

 Graf seri paralel dilambangkan dengan   (     ), dengan m adalah longitude pada setiap 

graf theta, r adalah jumlah titik berderajat dua yang merentang pada setiap longitude dan l 

adalah jumlah graf theta seragam. 

 

 
Gambar 3 Graf Seri Paralel   (     ) 

 Pada Gambar 3, diberikan contoh graf seri paralel   (     ), dimana terdapat 5 longitude 

pada setiap graf theta, 4 titik pada setiap longitude dan 2 buah graf theta. 

 

2. Pelabelan Graf 

Penelitian mengenai teori graf terus mengalami perkembangan. Salah satu pembahasan yang 

terus berkembang adalah pelabelan pada graf. Pelabelan graf  adalah suatu fungsi yang 

memasangkan elemen-elemen graf  ke suatu himpunan bilangan bulat positif. Suatu pelabelan graf 

disebut pelabelan titik jika domain dan fungsinya adalah himpunan titik, dan disebut pelabelan sisi 

jika domainnya adalah himpunan sisi dan jika domainnnya gabungan dari himpunan titik dan 

himpunan sisi maka pelabelan tersebut disebut pelabelan total. 

 

Definisi 4 [14] Bobot (weight) dari elemen graf adalah jumlah dari semua label yang berhubungan 

dengan elemen graf tersebut. Bobot dari titik   pada pelabelan total adalah label titik   ditambah 

dengan jumlah semua label sisi yang terkait dengan  , yaitu  
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  ( )    ( )  ∑  (  )

     

   

Contoh 1 

 
  Gambar 4 Pelabelan Total pada  4 

Misalkan   adalah pelabelan total pada  4 seperti pada Gambar 2.13, yaitu: 

 (  )     (  )     (  )     (    )     (    )       
 (  )       
 (    )     . 
Maka bobot titik  ,   ,    dan    masing-masing adalah   

  (  )     (  )     (    )              
  (  )     (  )     (    )     (    )                   
  (  )     (  )     (    )     (    )                   
  (  )     (  )     (    )             . 
 

  Tahun 2007, aĉBa ,dkk. [3] memperkenalkan dua jenis dari pelabelan total tak teratur yaitu: 

pelabelan total tak teratur titik dan pelabelan total tak teratur sisi. Berikut ini penjelasan tentang 

pelabelan total tak teratur berdasarkan jenis-jenisnya: 

 

1. Pelabelan Total Tak Teratur Titik 

Pada tahun 2007, Baca dkk. [3] memperkenalkan pelabelan nilai total ketidakteraturan titik. 

Pelabelan total tak teratur titik sudah banyak digunakan untuk mencari nilai total tak keteraturan 

titik dari berbagai macam graf. Berikut definisi dari pelabelan total tak teratur titik: 

 

Definisi 5 [3] Pelabelan-  total dikatakan pelabelan-  total tak teratur titik dari graf  , jika untuk 

setiap titik   dan   yang berbeda maka   ( )    ( ), dimana 

  ( )   ( )  ∑  (  )

    

  

Nilai total ketakteraturan titik (total vertex irregularity strength) dari graf  , yang dinotasikan 

dengan    ( ) adalah label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf   dengan 

pelabelan total tak teratur titik. 

Berikut akan disajikan contoh pelabelan-  total tak teratur titik pada graf   (     ). 
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 Gambar 5 Pelabelan-  Total Tak Teratur Titik pada Graf   (     ) 
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Perhatikan bahwa bobot titik pada graf   (     ) berbeda semua. Oleh karena itu,   adalah 

pelabelan-  total tak teratur titik pada graf   (     )  

aĉBa  dkk. [3]  memberikan nilai batas atas dan batas bawah untuk nilai total ketakteraturan 

titik pada teorema sebagai berikut: 

 

Teorema 1 [3] Misalkan   adalah graf (   ) dengan derajat minimum   dan derajat maksimum  , 
maka: 

⌈
   

   
⌉     ( )            

Teorema 2 [10] Misalkan   adalah suatu graf yang mempunyai    titik berderajat   dengan 

               dengan   dan   adalah derajat minimum dan maksimum titik dari  , maka 

   ( )     {⌈
    
   

⌉  ⌈
         
   

⌉    ⌈
  ∑ (  )

 
   

   
⌉}  

Teorema 3 [1]  Nilai total ketakteraturan titik dari graf barisan diagonal untuk     adalah 

   (   )  ⌈
    

 
⌉  

2. Pelabelan Total Tak Teratur Sisi 

Pada tahun 2007, Baca memperkenalkan pelabelan tidak teratur lainnya yaitu pelabelan nilai 

total ketidakteraturan sisi. Berikut ini definisi pelabelan total tak teratur sisi: 

 

Definisi 6 [3] Pelabelan-  total dikatakan pelabelan total tak teratur sisi dari graf  , jika untuk 

sembarang dua sisi        dan        yang berbeda di graf   berlaku   ( )    ( ), 
dengan   ( )   (  )   ( )   (  ) dan   ( )   (  )   ( )   (  ). Nilai total 

ketakteraturan sisi (total edge irregularity strength) dari graf  , yang dinotasikan dengan    ( ) 
adalah label terbesar minimum yang digunakan untuk melabeli graf   dengan pelabelan total tak 

teratur  sisi. 
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Gambar 6 Pelabelan-  Total Tak Teratur Sisi Pada Graf   (     ) 

 

Perhatikan bahwa bobot sisi pada graf   (     ) berbeda semua. Oleh karena itu,   adalah 

pelabelan-  total tak teratur sisi pada graf   (     ). 
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aĉBa , dkk. [3] memberikan nilai    ( ) dari sebarang graf pada teorema berikut ini: 

 

Teorema 4 [3] Misalkan   (   ) adalah suatu graf dengan himpunan titik   dan himpunan sisi 

tak kosong  , maka: 

⌈
| |   

 
⌉     ( )  | |  

Pelabelan total tak teratur sisi juga diperkenalkan oleh I.Rajasingh, dkk., dan digunakan untuk 

menentukan batas bawah dari nilai total ketakteraturan sisi dari graf seri paralel ),,( lrmsp . 

Teorema 5 [11] Diberikan   (     ),     adalah graf seri paralel, maka 

 






 


3

2)1(
),,((

rlm
lrmsptes  

 

Hasil dan Pembahasan 

Berikut diberikan teorema tentang nilai total ketakteraturan titik dari graf   (     ). 

Teorema 6. Nilai total ketakteraturan titik dari graf seri paralel (     ) untuk     adalah 

   (  (     ))  ⌈
    

 
⌉ 

Bukti:  

Pertama-tama, akan dibuktikan    (  (     ))  ⌈
    

 
⌉. Perhatikan bahwa derajat titik terkecil 

dari graf   (     ) adalah 2 dan jumlah titik yang berderajat dua pada graf   (     ) adalah 

  . Agar mendapat pelabelan yang optimal, maka bobot setiap titik yang berderajat 2 kita beri 

label yang dimulai dari             . Sementara bobot titik graf   (     ) yang berderajat 2 

adalah jumlah dari 3 bilangan bulat positif yang disebut label, yaitu 1 label titik itu sendiri dan 2 

label sisi yang saling terhubung dengan titik tersebut. Oleh karena itu, diperoleh label terbesar 

minimum yang digunakan yaitu ⌈
    

 
⌉. Jadi, kita dapatkan untuk     (  (     ))  ⌈

    

 
⌉.  

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa    (  (     ))  ⌈
    

 
⌉. Hal ini akan dibuktikan dengan 

cara menunjukkan adanya pelabelan-⌈
    

 
⌉ total tak teratur titik dari graf   (     )  untuk   

bilangan asli dan    , yaitu: 

a. Pelabelan titik dari graf   (     ) sebagai berikut: 

 (  )  {

                              
                              
                              

 

 (  )     
 (  )    

 (  )  {
                           
                          

 

 (    )    untuk           dan         

b. Pelabelan sisi dari graf   (     ) sebagai berikut: 

 (    )  {
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Berdasarkan pelabelan diatas, diperoleh bobot titik dari graf   (     ) untuk     sebagai 

berikut: 

  (    )   (    )   (    )   (    )           

  (    )   (    )   (    )   (    )      (   )       

  (    )   (    )   (    )   (    )    (   )  (   )       

  (  )   (  )  ∑ (    )

 

   

 

                 ∑ 

 

   

 

                 
    

 
 

               
      

 
 

               

{
 

 
                           
                            

      

 
                    

 

  (  )   (  )  ∑ (    )

 

   

 ∑ (    )

 

   

 

                 ∑ 

 

   

 ∑ 

 

   

 

                  ∑ 

 

   

 

                  (
    

 
) 

                      

  (  )   (  )  ∑ (    )

 

   

 ∑ (    )

 

   

 

                 ∑(   )

 

   

 ∑(   )
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                  ∑(   )

 

   

 

                  (
     

 
) 

                       

  (  )   (  )  ∑ (    )

 

   

 

                 ∑(   )

 

   

 

                 
     

 
 

               
       

 
 

               {

                                      

       

 
                    

 

Perhatikan bahwa fungsi   adalah suatu pemetaan dari 

{ (  (     ))   (  (     ))    *      ⌈
    

 
⌉ }. Bobot titik pada graf seri paralel 

  (     ): 

i. Untuk     bobot titik      dengan                       adalah 

                            . Sedangkan bobot titik    dengan           adalah 

           . Jadi tidak ada bobot titik yang sama. 

ii. Untuk       bobot titik      dengan                       adalah 

                                     . Sedangkan bobot titik    dengan           adalah 

           . Jadi tidak ada bobot titik yang sama. 

iii. Untuk     bobot titik      yang dinotasikan dengan   (    ) adalah bilangan bulat 

positif mulai dari           ,   (    ) adalah bilangan bulat positif mulai dari 

             , dan   (    ) adalah bilangan bulat positif mulai dari              . 

Sedangkan bobot titik    yang dinotasikan dengan   (  ) adalah 
      

 
,   (  ) adalah 

      ,   (  ) adalah        , dan   (  ) adalah 
       

 
  . 

Berikut akan ditunjukkan bahwa setiap bobot titik pada graf seri paralel   (     ) berbeda. Akan 

ditunjukkan bahwa   (    )    (  )    (  )    (  )    (  ). 

1. Akan ditunjukkan      
      

 
  untuk    . 

Basis Induksi  :  

Untuk     benar, yaitu 
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Langkah Induksi : 

Asumsikan benar untuk    , yaitu 

     
      

 
 

Akan dibuktikan benar untuk      , yaitu 

 (   )    
(   )  (   )   

 
 

      
(       )     

 
 

      
       

 
 

Perhatikan bahwa: 

     
      

 
 (kedua ruas ditambah dengan 3)            

        
      

 
   

        
      

 
 
 

 
 

        
      

 
 
      

 
 
    

 
 

      
       

 
 

2. Akan ditunjukkan 
      

 
 
       

 
 untuk    . 

Perhatikan bahwa, untuk     
        (kedua ruas ditambah      ) 
                                   (kedua ruas dibagi 2) 

 
      

 
 
       

 
 

3. Akan ditunjukkan 
       

 
        untuk    . 

Perhatikan bahwa, 

                                                         (kedua ruas dikali dengan  ) 

         

      (kedua ruas ditambah        ) 
                  (kedua ruas dibagi 2) 

 
       

 
        

4. Akan ditunjukkan                untuk    . 
Perhatikan bahwa, untuk     
     ( kedua ruas ditambah      ) 
                                          

Hal ini menunjukkan bahwa setiap titik dalam pelabelan total tak teratur titik pada graf   (     ) 

memiliki bobot yang berbeda. Dapat dititikkan bahwa    (  (     ))  ⌈
    

 
⌉. 
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Berdasarkan paparan di atas diperoleh bahwa    (  (     ))  ⌈
    

 
⌉ dan    (  (     ))  

⌈
    

 
⌉. Jadi terbukti bahwa    (  (     ))  ⌈

    

 
⌉. 

Sebagai ilustrasi dari teorema di atas, diberikan contoh pelabelan total tak teratur titik untuk 

graf   (     ) untuk      dengan    (  (      ))  ⌈
 (  )  

 
⌉    . 
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Gambar 7 Pelabelan-   Total Tak Teratur Titik pada Graf   (      ) 

Perhatikan bahwa bobot titik pada graf   (      ) berbeda semua. Oleh karena itu,   adalah 

pelabelan-   total tak teratur titik pada graf   (      )  Jadi    (  (      ))    . 
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Kesimpulan 

 

 Nilai total ketakteraturan titik pada graf   (     ) untuk     adalah    (  (     ))  

⌈
    

 
⌉. 
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