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ABSTRAK

Dalam artikel ini akan dikaji kenonnegatifan solusi masalah nilai awal dengan fungsi gaya memuat turunan.
Kajian dimulai dengan mereduksi masalah menjadi sistem persamaan diferensial linier orde 1. Selanjutnya
dikonstruksi suatu syarat cukup yang menjamin kenonnegatifan solusi masalah nilai awal dengan fungsi gaya
memuat turunan. Beberapa contoh diberikan untuk mengilustrasikan hasil utama.

Kata Kunci: Masalah nilai awal, solusi nonnegatif

ABSTRACT

In this paper, we will study the nonnegativity of the solution of a initial value problem with the force
functions contain the derivatives, Firstly, the given initial value problem is reduced into a system of first
order differential equation. Furthermore, a sufficient condition for nonnegativity of solution is established.

Some examples are given to illustrate the main result.

Key Words: Initial Value Problem, nonnegative solution

PENDAHULUAN

Masalah nilai awal merupakan suatu
topik klasik dalam matematika yang pada
dasarnya melibatkan suatu persamaan
diferensial, baik persamaan diferensial biasa
maupun persamaan diferensial parsial.

Secara umum, masalah nilai awal
persamaan diferensial biasa yang fungsi
gayanya memuat turunan mempunyai bentuk
sebagai berikut:

ay = bu, Q)

dimana
a=1(1 a; a; — a,)
b={(by by by b,),

y=("@ y" 0@ -y @ },(ﬂ)T
u= (U@ w0 - w' @) ),

dengan syarat awal y(0) = vgg, ¥'(0) = yo1,
v=1(0) = yy0_1), dimana
a,b_y,i =1,...,n—1mn, b,adalah skalar-
skalar riil, v, u: [0, o) = R, u adalah fungsi

gaya, superskrip (n) menyatakan turunan ke
1 dan superskrip T menyatakan transpos dari
suatu matriks.

Solusi masalah nilai awal (1) tidak
sulit ditentukan jika fungsi gaya u dan
skalar-skalar a;b;_4,i =1, ..., — 1,1, dan
b,, diketahui. Namun demikian, jika solusi
yang diinginkan adalah fungsi v(t) yang
nonnegatif, yaitu y(t) = 0,¥t € [0, co),
maka persoalan penentuan solusi (1) tidaklah
mudah.

Dalam artikel ini akan dikaji syarat
cukup (sufficient condition) yang menjamin
agar solusi masalah nilai awal (1) adalah
nonnegatif. Selain itu, beberapa contoh
disajikan untuk memperlihatkan keberlakuan
dari syarat cukup ini.

Beberapa kajian untuk
kenonnegatifan  solusi  untuk  masalah-
masalah nilai awal yang berbeda dapat dilihat
dalam EI Shahed (2008), Kaykobad (1985),
Makino (1984), Muhafzan dan Stephane
(2013) dan Wang dan Erbe (1994), Berman
dan Plemmons (1994).



BAHAN DAN METODE

Terlebih  dahulu  diperkenalkan
terminologi yang digunakan sepanjang artikel
ini. Suatu matriks riil A = [a];; berukuran
n % m dikatakan nonnegatif, dinotasikan
A =0, jika a;; = 0,Vi,j, dimana O adalah
matriks nol.

Untuk menentukan syarat yang
menjamin agar solusi yang diinginkan adalah
nonnegatif, masalah nilai awal (1) direduksi
menjadi suatu sistem persamaan diferensial
orde 1 dengan mengikuti prosedur berikut
ini. Misalkan

x1(8) = y(t) — Boult), )
x5(8) = y' () — Bou' (t) — fyult)
= x;(t) — Bult), (€©)
x3(t) = 3" (£) — Bou'' (t) — Byu'(t)
—Boult)

= x() = fou(®), (4)

x,(8) =y U(t) — BpuV(z)
—Bu () — o — B, _ou'(E)
_ﬁn—lu(t}

= xp_1(£) — Bp—qult), (5)

dimana nilai-nilai  §;, j=0,1,..,n—1
ditentukan dari hubungan berikut:

Bo = by (5a)
B = by — a4y (5b)
By =bz— a1 —azfiy (5¢)

B3 = bla —aifia—azfiy —asfiy (5d)

Bu-1=bp1— a1, 72—z, 3
— = p_af — Qp—1Bp
(5e)
dan
Brn=by—a1fn-1 — a2fin-2
— = Ap-1f — anfPp. (5f)

Dengan menurunkan (5) terhadap ¢, dan
kemudian mensubtitusikan y'™(t), diperoleh

2 () =y () — pout™ () — pu1(e)
— = Bpau""(t) — By u'(£)
= —a,y V() — o — a4y (E)
—a, y(t) + bgu™ () + byumD(¢)
+-ot+ by, _qu'(t) + bult)
—Bou'™(t) — gu1 ()
— o= Bt () — Br—qu'(2)

= —a;y () — - - an—yy'(t)
—a,y(t) + ":-’?u — Bodu™(z)
+(by — By Ju""V (1)
+eet (bn—l - ﬁn—l}uf (t}
+b,u(t)

= —a;y" () — - - ap-1y'(t)
—a,y(t) + (by — B Ju™D(e) + -
+(b,_q — Bu_ ' (£) + bult). (6)

Subtitusikan  ¥(£),y'(£), ..,y ™2 (t) dan
y==1(t) dari (2) sampai (5) ke dalam (6),
diperoleh

x4, (1) = —ay [x, (1) + Bou™1(2)
+Ru D (E) + - + Brou' ()
+Bn—qu(t)] — az[x, 1 () +
+Bou () + fu3(E)
+oet ﬁn—ﬂull(t} + ﬁn—:u(t}]
— e — @y [0 (8) + Bou’ (8) + By u(2)]
—a, [x (£) + Boult)]
+(by — ﬁi}ul‘”_ﬂ(ﬂ'
+oet (Byy — B Ju’ (£)
+(bn—1 - ﬁn—l}ur(t} + bnu(t}
= =16, () — g%, 1 (t) — o — @p_1 2, (2)
—an % (t) +[by — @1y — = — @p-1fy
—anfolult) + [bp-y — -1 — Q12
—Qzfip-z = — ﬂ’n—lﬁl}]ui{t} + [bn—i
—Bn-z — @1fn-3 — Azfip-g —
—Q o Ju"™ + -
+[by — Bz — as By — azBplut2(5)
+[by — By — as Bplut U (2).

Selanjutnya, dengan mensubtitusikan
(5a) sampai (5f) ke dalam masing-masing
koefisien dari u™ 1, u™2 " dan ',
diperoleh bahwa semua koefisien dari 1™,
u"~2)  u' dan v adalah 0. Sehingga

xp(t) = —ayx,(8) — azx, 4 (2)
oL () @y (D — -

+[bn - Iﬂ'llﬁn—l - Ia":'2—1151 - a’nﬁl}]u(t}
= —a,x(t) — ap_12x(t) —

=X, 1(t) —ayx,(t) — fu(t). (7)

Sehingga, dari (2), (3), (4), (5) dan (7)
diperoleh

xy (t) = x5 (t) + Byu(t)
x5(t) = xla(t} + Bau(t)



Xpeq(8) = x2(8) + Bo—qult)
xh (1) = —a,x,(8) — ap_qx, () — o
_ﬂzxn—ﬂ:t} - alxn(t} - ﬁnu(tl

atau dalam notasi matriks dapat ditulis:

X'(t) = AX(t) + Bult), (8)
dimana
] 1 0 0
0 0 1 0
A= ; ; S
0 0 a - 1
Ty Ty TAp-z" T
5y () x4, (2)
B2(t) x5 (t)
E= : dan X(t) = : .
ﬁrz—l(t} xrz—l(t}
Jﬁn (t} Xp (t}

Selanjutnya, dengan menggunakan syarat
awal ¥(0) = ygq, ¥'(0) = ygq,-+, dan
y»=U(0) = y4r,_q), maka syarat awal
untuk (8) adalah

x4(0) Yoo — Bou(0)
X I!:{]} x1(0) - Bul0)

xn—l(ﬂ} x;_gfﬂ} _I ﬁn—:u(ﬂ} |
xn(ﬂ} |I:*:—l‘:“:]} - ﬁn—lu(ﬂ}

Persamaan (8) adalah  sistem
persamaan diferensial linier orde 1 yang
solusinya dengan mudah dapat ditentukan.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Dari uraian dalam bagian
sebelumnya dapat dipahami bahwa solusi
nonnegatif dari masalah nilai awal (1) dapat
ditentukan dari solusi sistem persamaan
diferensial (8).

Solusi masalah (8) adalah

3

X(2) = e4£x0(0) + j oA~ By (5) .
o

Hubungan ini  memperlihatkan  bahwa
X(t) = 0 jika e=** X(0) = 0 dan

£
J‘ e t=a By (s)ds = 0.
0

Berikut ini disajikan suatu proposisi yang
menjamin agar €=t = 0,%t € [0,00).

Proposisi 1. e<* = 0, ¥t € [0,00) jika dan
hanyajikaag; = 0,i = 2,..,n—1,n.

Bukti.
Misalkan a; = 0,i = 1,...,n —1,n. Tulis

ﬁ&:c-'q-l'l'c-'q.b

dimana
000 0
ooo0- 0

A= i i i i,
ooo~ 0O
00 00—y

=
[y
=
=

0 0 1 -
0 0 0 - 1]

0y —Qp—q ~@p—z 0

=

Karena a;=0,i=2,..,n—1,n, maka
15 # 0. Selanjutnya, karena

oAzt — iﬂi;}'ﬁq{
7 _:|: !

dan t € [0,00), maka e==* =0. Selain itu,
jelas bahwa

100 0
010 0
g+t = : : |=0
000 0
00 0-eg =t
Akibatnya

E.J-Zt — Eﬁa_tea-'-lg_t = U,

untuk setiap t € [0, co). Sebaliknya, misalkan
e =0, Vte[0,00) dan andaikan ada
k €1{2,..,n} sedemikian sehingga a, = 0.
Dengan menyatakan entri-entri dari <A*

dengan @, maka untuk entri baris ke n dari

matriks =4, diperoleh

t2 t3
2 3
et gy () +

{Eﬁr:}nk = t(_ﬂk} + 21



Sehingga, jika t— 0" maka diperoleh
(e#%) . < 0 untuk suatu ¢ > 0 yang adalah
kontradiksi. m

Proposisi berikut menjamin kenonnegatifan
solusi masalah nilai awal (1) yang merupakan
hasil utama dari artikel ini.

Proposisi 2.Untuk masalah nilai awal (1),

jika untuk setiapt £ [0,22) syarat berikut

berlaku:

(). u(t) =0

(if). ¥o; = 0 sedemikian sehingga
X440)=0,i=01,...n—1

(iii). @a; = 0, b; = 0 untuk i = 2, ..., n,
bDEﬂdanbliﬂj

maka y(t) = 0.

Bukti. Hipotesis b3 = 0, by = 0, a; = 0 dan
b, =0 untuk i=01,..n—1,
mengakibatkan bahwa €<% = 0 dan B = 0.
Selain itu, karena
le(ﬂ} = ﬂj i= ﬂj-l_. Y 11 maka
X(0) = 0. Selanjutnya, karena wuft) =0,
maka

£
J‘ e t=a By (s)ds = 0,
0

dan akibatnya X(t) > 0. Terakhir, dari (2)
diperoleh v(t) = x,; (&) + fou(t) = 0. m

Contoh 1. Contoh berikut mengilustrasikan
Proposisi 2 dimana fungsi gayanya adalah

2 -2t
e " ' 2 1
yoHy -y -y=tt—ct, ©)]
dengan syarat awal

y(0) =0, y(0)=2,y7(0) =1

Dengan mengikuti proses (2) sampai (5)
seperti di atas, diperoleh sistem

X' = AX + Bu, (10)

dimana

01 0 0 0
cﬁ,=({] 0 1),I(ﬂ}=(2),f5=(ﬂ)
1 1 -1 1 1

- 1 .
dan ult)=t?—=-t. Karena matriks

=1 memenuhi hipotesis Proposisi 1, maka
et = 0, vt € [0,00). Solusi untuk sistem
(20) ini adalah

13 23 3 3 2 9
—d+—e T+ —te T4t -ttt ——
& 8 4 2 2
13 17 3 5
X(t) = —e ——e T -~ -2t +—
a 2
13 11 3
3 ° +—e T+ —te -2

yang non negatif untuk setiap t € [0, o).
Sehingga, solusi dari masalah nilai awal (9)
adalah komponen pertama dari vektor X(t),
yaitu

13 23 3 5
" — .t ___ -t _ -r _§ _ g2 _
}-{ﬂ—ge+ae tyteTHgt—t

il

I3 | O

untuk t €[0,ce). Grafik dari solusi ini
diperlihatkan dalam Gambar 1 berikut ini.

04

2

t

Gambar 1.

Grafik solusi memperlihatkan bahwa kurva
solusi berada pada kuadran pertama yang
tentunya adalah non negatif.

Pada dasarnya, meskipun hipotesis
dalam Proposisi 2 tidak terpenuhi, masih
memungkinkan solusi dari masalah nilai awal
menjadi non negatif. Beberapa contoh berikut
mengilustrasikan keadaan yang demikian.

Contoh 2. Dalam contoh, ini syarat awal dari
masalah nilai awal yang diberikan adalah
non negatif. Permasalahannya adalah sebagai
berikut:

}_,H.' + 2}," — }r. — 2}-‘ = gin (t}, (11)



dengan syarat awal
y(0) =2, y(0)=-1, y (0) =3.

Dengan mengikuti proses (2) sampai (5),
diperoleh sistem

X' = AX + Bu, (12)

dimana

01 0 2
ﬂ:(ﬂ 0 1)J x(ﬂ}=(—1),
2 1 =2 3

0

- (3)

1

dan  u(t) =sin(t). Karena  matriks
<1 memenuhi hipotesis Proposisi 1, maka
e’ = 0, ¥t € [0,e0). Solusi untuk sistem
(12) ini adalah

3 3 2 _. 1 1 L
“et+-e T+ e+ —ros(t) —gsln (t)

4 4 ] 10
3 3 4 .. 1 1

X = Esr—Es_r—gs_‘r—gcns[ﬁl—ﬁsln (t)
3 t+3 -r+8 PO | [r‘+1 o
—_— —_— —_— i — ] —_—
45 45 55 mcns ) ESLHI:"e'

yang non negatif untuk setiap t € [0,co).
Sehingga, solusi dari masalah nilai awal (11)
adalah komponen pertama dari vektor X(t),
yaitu

3 3 2 1 1

(t) = —ef+—e T+ -~ + —cos(t) — —sin (1),
¥ PR 5 10 5 5n (8

untuk t € [0,c0). Grafik dari solusi ini
diperlihatkan dalam Gambar 2 berikut ini.

Gambar 2.

Grafik solusi memperlihatkan bahwa kurva
solusi berada pada kuadran pertama
meskipun syarat awal tidak non negatif.
Tentu saja hal ini tetap benar meskipun
hipotesis dari Proposisi 2 tidak dipenuhi.

Contoh 3. Dalam contoh ini, ada koefisien a;
dari persamaan diferensial yang tidak
memenuhi hipotesis Proposisi 2, namun
demikian solusi dari masalah nilai awal yang
diberikan adalah non negatif.
Permasalahannya adalah sebagai berikut:

y" + 6y +12y +8y =cos(t), (13)
dengan syarat awal
y(0) =2, y(0) =1,y (0)=3.

Dengan mengikuti proses (2) sampai (5),
diperoleh sistem

X' = AX + Bu, (14)

dan u(t) = cos(t). Dapat diperiksa bahwa
matriks A tidak memenuhi  hipotesis
Proposisi 1, sehingga matriks =1 tidak non
negatif. Namun demikian solusi masih non
negatif. Solusi untuk sistem (10) ini adalah

¢ 248 2 122 e 73 P
Ee -I—Ete -I-ﬁt g

¥ 114 2 121 2 73 _ar
= EE -I—Ete —?t g

377 o Q72 e 146 _ e

M25¢ T s e e

-
&

125
11 7.
P coslt) — osin (t)

& cosit) — %sin (t)

cos(t) — %sin (t)

125



yang non negatif untuk setiap t € [0,co).
Sehingga, solusi dari masalah nilai awal (13)

adalah komponen pertama dari vektor X(t),
yaitu

248 122 73
) =— —2t +—t —2t+_t2 —2t
yt) =5ce 25 ¢ 10" °

-
r

+

1
e cos(t) — o sin (1),

untuk t € [0,c0). Grafik dari solusi ini
diperlihatkan dalam Gambar 3 berikut ini.

t

Gambar. 3

Grafik solusi memperlihatkan bahwa kurva
solusi juga berada pada kuadran pertama
meskipun beberapa koefisien dari persamaan
diferensial tidak negatif. Tentu saja hal ini
tetap benar meskipun hipotesis dari Proposisi
2 tidak dipenuhi.

Contoh  berikut mengilustrasikan
hipotesis dari Proposisi 2 yang tidak
terpenuhi, tetapi solusi masalah nilai awal
adalah tidak non negatif, yaitu ada
tp € [0,00) sedemikian sehingga v(ty) < 0.

Contoh 4. Diberikan suatu masalah nilai
awal

y —6y +12y —8y =cos(t), (15)
dengan syarat awal
y(0) =0,y(0)=1y{0)=-1

Dengan mengikuti proses (2) sampai (5),
diperoleh sistem

X' = AX + Bu, (16)

dimana

0 1 0 0
cf?,z(ﬂ 0 1), x(ﬂ}=(1),
8 —-12 & -1
0
= (o)
1

dan u(t) = cos(t). Dapat diperiksa bahwa
matriks <4 tidak memenuhi  hipotesis

Proposisi 1, sehingga matriks e=** tidak non
negatif. Solusi untuk sistem (16) ini adalah

2t + 22;— 2t 23 t: 2
125° T35 Tt °
— 114 2t _E ZE_EI:ZEZE
125 25 5
127 372 46
_ 2:__; 2:__;2 -2t
125° ~ 5% T gtF

-
&

1
e coslt) + oo 5in (t)
11

+H = cosit) + osin (t)

& cos(t) — %sin (t)

125

untuk setiap t € [0,c2). Sehingga, solusi dari
masalah nilai awal (15) adalah komponen
pertama dari vektor X (t), yaitu

-
=

{+) = e 22, 2r 23 .7 3¢
vit) = e+ te Lie
7 1
—HECDS(t} +—sin (t).

Grafik dari solusi ini diperlihatkan dalam
Gambar 4 berikut ini.

-0.24

P
x_x_ﬁx—***ﬂ*
bt

T T T
0 02 04

Gambar. 4



Grafik solusi memperlihatkan bahwa tidak
seluruh kurva solusi berada pada kuadran
pertama, dengan perkataan lain ada
tg € [0, c0) sedemikian sehingga v(t) = 0.

Contoh 5. Contoh ini mengilustrasikan suatu
masalah nilai awal dari persamaan diferensial
orde 4, yaitu:

y'" -6y +12y — 8y =t, a7
dengan syarat awal

y(0) = ¥y (0) =0, y(0)=y"(0) = 1.

Dengan mengikuti proses (2) sampai (5)
seperti di atas, diperoleh sistem

X'=AX + Bu, (18)
dimana
0 1 0 0 0
| 0 0 1 0 |0
A= 0 0 0 1 , X(0) = 17
g —12 6 0 1
0
|0
B= 0
1

dan u(t) = t. Dapat diperiksa bahwa matriks
< tidak memenuhi hipotesis Proposisi 1,
sehingga matriks e=** tidak non negatif.
Namun demikian solusi masih non negatif.
Solusi untuk sistem (18) ini adalah

0,766 — 0.08¢7324 — 0,13t
0.94e% % +0.26e 324

0,613 4 0,032 334 _0,13¢
Xt = <
1,16e134 _ [ ghg 324t

f— 0,458° cos(t) — 0,18 sinlt) — 0,19
—0,55e" cos(t) + 0,352 zin(e) — 0,13
+ t t.:
—0.2e" cosl(t) + 0,9" sin(t)
v 0.7ef cos(E) + 118" sing) — 0,10

untuk setiap t € [0, =), Sehingga, solusi dari
masalah nilai awal (17) adalah komponen
pertama dari vektor X°(t), yaitu

v(t) = 0,61e¥2% +0.03e7 2% — 0,13t

—0,45¢e% cos(t) — 0,1ef sin(t) — 0,19.

Grafik dari solusi ini diperlihatkan dalam
Gambar 5 berikut ini.

T T
0 2

Gambar. 5

Grafik solusi memperlihatkan bahwa kurva
solusi juga berada pada kuadran pertama
meskipun beberapa koefisien dari persamaan
diferensial tidak negatif. Tentu saja hal ini
tetap benar meskipun hipotesis dari Proposisi
2 tidak dipenuhi.

KESIMPULAN

Solusi masalah nilai awal (1) adalah

nonnegatif jika berlaku syarat berikut:

(). ult) =0

(ii). yo; = 0 sedemikian sehingga
X440)=0,i=01,..,n—1

(iii). a; =0, b; = 0untuk i = 2, ..., 7,
ngﬂdanbliﬂ.
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