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Abstrak
Di dalam jurnal ini, akan dibahas tentang invers matriks blok 2 x 2 dalam aplikasi matriks FLDcirc,
dari suatu matriks berbentuk khusus dengan menggunakan komplemen schur yang mempunyai dua
submatriks yang invertible, terdapat dua langkah untuk menentukan invers blok matriks 2 x 2. Hasil yang
diperoleh adalah mendapatkan bentuk umum invers submatriks yang invertible dari matriks FLDcirc, dan
invers matriks blok 2 x 2 dalam aplikasi matriks FLDcirc, bentuk khusus.

Kata kunci: blok 2 x 2; FLDcirc,; invers; komplemen schur; matriks

Abstract
In this journal, we will discuss 2 x 2 block matrix inverses in the FLDcirc, matrix application of a
specially shaped matrix using a Schur complement which has two submverrices that are invertible, there are
several steps to determine the 2 x 2 block matrix inverse. The results obtained are obtaining the invertible
form of submatrix inverse of the FLDcirc, matrix and the 2 x 2 block inverse matrix in the special form matrix
FLDcirc, application.

Keywords: 2 X 2 block; FLDcirc,; inverse; schur complements; matrix

1. Pendahuluan

Menurut Brian J. Olson (2014), matriks circulant adalah matriks bujur sangkar yang setiap
elemen dari baris identik dengan baris sebelumnya, namun secara pengulangan pindah satu posisi
ke kanan untuk membentuk baris berikutnya [1]. Menurut Xue Pan dan Mei Qin (2015), matriks
FLDcirc, adalah sebuah tipe baru dari matriks circulant. Bentuk umum dari matriks FLDcirc,
adalah sebagai berikut:

Qo a; a An—2 an-1 1
ran-1 Ao —Tap-1 a, an-3 An-2 |
ra,— ra,—1 —ra,— Ag —ra,— A, a
Ap ="z Tnm1 mTn-z G0 = Tln-1 7 no ne | @
l T‘a3 - raz T'a4_ - T'a3 A ao - T'an_l a Jl
‘I‘al raz - T'al T'a3 - raz b Tan_l - an_z Tan 1

dapat ditulis dengan A = FLDcirc,(ay, a4,y -.. ,an_41) [2].

Matriks blok digunakan untuk menyederhanakan matriks yang ukurannya besar menjadi kecil
sehingga lebih mudah dioperasikan untuk tujuan tertentu, salah satunya yaitu untukmenentukan
invers. Menurut Ilhamsyah Dkk (2017), matriks blok adalah matriks persegi yang dipartisi atas dua
baris dan dua kolom sub-sub matriks yang disebut matriks blok 2 x 2. Gambaran secara umum
matriks blok 2 x 2 adalah sebagai berikut [3]:

[ a1 A1 (n—k) A1(n-(k-1)) Ain 1
| : : : - : |
p l Ank-11 " Am-k)(n—k) k-1 (n-k-1)) " AUm-k)n i @
ia(m (k D1 Am-ke-D)k4D)  Hm-k-D)(n-k-1)) " A(m-(k-1)n |
[ Am(n—k) Am(n-(k-1)) Amn J
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Pada tahun 2018, Rysfan juga telah melakukan penelitian mengenai invers matriks FLDcirc,

bentuk khusus menggunakan metode adjoin dengan bentuk khusus seperti berikut ini: A, =
K X 0O 0 -~ 0 0 0 0
0 0 x O 0 0 0O
0 0 0 «x 0 0 0O
0 0 0 0 0 0 0 O
: : I : ¢ i|denganx,r €R 3
0 0 00 0 x 00
0 0 00 0 0 x O
0 0 0 0 0 0 0 x
lrx —rx 0 0 - 0 0 O

. 0
Persamaan (3) dapat ditulis dengan A,, = FLDcirc, (0,x,0, ...,0). [4]

Adapun hasil invers matriks FLDcirc, bentuk khusus pada Persamaan diatas yang diperoleh pada
artikel tersebut adalah sebagai berikut.

x~t 0 0o 0 - 0 0 0 (™4
xt 0 0 O 0 0 0 0
0 xt 0 o0 0 0 0 0
Ay 0 0 x1t o 0 0 0 0
n - H H : H H
0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 O xt 0 0 0
0 0 0 O 0 x1t o0 0
0 0 0 O 0 0 «xt 0

Pada makalah ini penulis akan menentukan rumus umum untuk invers dari matriks FLDcirc,
bentuk khusus sebagai berikut:

0 a 0 0 0 0 0 0O
0 0 a O 0 0 0 0O
0 0 0 a 0 0 0 0O
0 0 0 0 0 0 0 0O
0 o o0 0 - 0 O0O0O0TUDO
B, =1: : : i+ ¢ ¢+t ¢ ildengan a,r €R (4)
0 0 0 0 0 0a 0O
0 0 0 0 0 0 0 a0
0 0 0 0 0 0 0 0 a
ra ra 0 0 0 0 0 0 0O
L0 1a -ra 0 0 0 0 0 0 o

2. Metode Penelitian
Matriks persegi yang dipartisi atas dua baris dan dua kolom sub-sub matriks yang disebut
matriks blok 2 x 2. Gambaran secara umum matriks blok 2 x 2 adalah sebagai berikut:

Misalkan P merupakan suatu matriks m x n

[ a1 A1 (n—k) A1(n-(k-1)) Ain ]
| N ‘. . ‘ .. . I
p= I k-1 " Am-k)(n—k) Amk-1)(n-k-1)) " AUm-k)n I ®)
[A(m-t-D)1 " Am—k-D)k-1)  Hm-(k-D)(n-(k-1)) T F(m-(k-D)n |
| : . : : . : I
l Am1 Am(n-k) am(n—(k—l)) Amn J

Kemudian diberi garis horizontal dan vertikal sehingga menjadi matriks seperti persamaan (2):

Sehingga dapat dimisalkan seperti:

a1 A1(n—k)
A — . ‘. H l
Amk-1)1 " Aim-k)(n-k)
A1 (n—(k-1)) QAin
B — H ‘. H l
Amk-1)(n—-(k-1)) " A@m-k)n
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Am-(k-1)1 " An-(k-1))(k-1)
S
am1 Am(n-k)
Am-(k-)(n—-(k-1)) " An-(k-1)n
D = : : l
Am(n-(k-1)) Amn
pJAlB]_[A B]
c'D C D

Definisi 2 (M. Radivo Zaglia, 2004): Komplemen schur merupakan salah satu metode atau cara
dalam analisis matriks yang banyak menggunakan pertidaksamaan matriks. Dalam teori tentang
matriks, komplemen schur biasanya digunakan pada matriks bujur sangkar yang berukuran besar
dimana matriks tersebut telah di blok.[5]

Diberikan matriks:

A B
p _[kxm kxn
(k +1) x (m+n) c D

Ixm IxXn
Jika A adalah invertible maka komplemen schur dari A adalah D — CA™!B.

Jika D adalah invertible maka komplemen schur dari D adalah A — BD™1C.
Jika B adalah invertible maka komplemen schur dari B adalah ¢ — DB™!A.
Jika C adalah invertible maka komplemen schur dari € adalah B — AC™1D.

pPwbdE

Definisi 3 (Howard Anton dan Chris Rorres, 2004): Jika A dan B adalah matriks bujur sangkar
dan jika matriks B dapat dicari sedemikian sehingga AB = BA = I, maka A dikatakan dapat dibalik
(invertible) dan B dinamakan invers dari A dan dapat ditulis B = A71. [6]

Definisi 4 (Tzon Tzer Lu dan Sheng Hua Shiou, 2002): Sebuah matriks persegi tak singular P
dan mempunyai P~ dapat dipartisi menjadi blok 2 x 2 seperti persamaan (2). [7]

Untuk membuat perkalian R dengan R~ dan R~! dengan R, ukuran semua blok tidak dapat
sembarang. Misalkan A, B,C, dan D mempunyai ukuran k xm, k xn, [ X m dan [ X m, berturut-
turut dengan k + [ = m + n. Lalu ukuran E,F,G dan H mempunyai ukuran m X k, m x [, n X k, dan
n x [. Dengan kata lain, R~! ada di dalam partisi transpos dari R.

Di bagian ini, untuk E,F,G dan H istilah dari A, B, C, dan D. Misalkan salah satu blok dari
A, B, C, dan D adalah matriks persegi tak singular, untuk menghindari terjadinya kesalahan partisi
pada invers umum, sehingga mempunyai tiga kemungkinan partisi

1. Partisi diagonal persegi: k =mdanl=n
2. Kuadrat partisi diagonal: k =ndanl=m
3. Semua partisi persegi: k =l=m=n

Teorema 1 (Tzon Tzer Lu dan Sheng Hua Shiou, 2002): Misalkan P merupakan matriks persegi:
i. Diasumsikan submatriks A pada matriks P dalam Persamaan (2) adalaht tak singular. Matriks
P pada Persamaan (2) punya invers jika dan hanya jika komplemen schur dari A punya invers
dan (D — CA™1B) juga memiliki invers didapat
poi [A-l +A™1B(D — CA™'B)"1CA™' —A"'B(D — CA-lB)-l]
h —(D - CA™'B) 1cA? (D—CA™'B)?

ii. Diasumsikan submatriks D pada matriks P dalam Persamaan (2) adalah tak singular. Matriks
P pada Persamaan (2) punya invers jika dan hanya jika komplemen schur dari D punya invers
dan (4 — BD~1C) juga memiliki invers didapat

Pl [ (A—BD1(C)? —(A—-BD1¢)"1BD™?
~ |-D-'c(A-BD" €)™ D'+ D7'C(A-BD'C)'BDS

iii. Diasumsikan submatriks B pada matriks P dalam Persamaan (2) adalah tak singular. Matriks

P pada Persamaan (2) punya invers jika dan hanya jika komplemen Schur dari B punya invers
dan (C — DB'A) juga memiliki invers didapat
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p-1 = [ —(C—-DB'A)"'DB! (C—DB7'A)™! ]

B!+ B 'A(C — DB~*A)"'DB~! —B~'A(C — DB 'A)™*

iv. Diasumsikan submatriks C pada matriks P dalam Persamaan (2) adalah tak singular. Matriks
P pada Persamaan (2) punya invers jika dan hanya jika komplemen Schur dari C punya invers
dan (B — AC~D) juga memiliki invers didapat

p-1 o [—C‘lD(B —AC™D)™t C'+C'D(B- AC‘lD)‘lAC‘l]
- (B—AC™'D)7! —(B—AC™'D) tAC !

3. Hasil dan Pembahasan

Pada tulisan ini berisi proses untuk menentukan persamaan umum invers matriks blok 2 x 2
dalam aplikasi matriks FLDcirc, bentuk khusus. Proses pertama adalah memblok matriks dan
menentukan submatriks FLDcirc, bentuk khusus. Proses kedua adalah membuktikan persamaan
umum dalam menentukan invers submatriks yang invertible dari matriks FLDcirc, bentuk khusus
dan proses terakhir adalah membuktikan persamaan umum menentukan invers matriks blok 2 x 2
dalam aplikasi matriks FLDcirc, bentuk khusus menggunakan komplemen schur.

Berikut proses dalam menentukan matriks blok 2 x 2 pada Persamaan (4) dengan

menggunakan komplemen schur berorde 3 X 3 sampai n X n yang disajikan sebagai berikut.

1. Memblok matriks FLDcirc, P menjadi matriks blok 2 x 2 pada Persamaan (4) berorde 3 x 3
sebagai berikut.

0 a
— _[A B
P;=|ra —na 0 =l D] (6)
0 T —-ra

2. Memblok matriks FLDcirc, P menjadi matriks blok 2 x 2 pada Persamaan (4) berorde 4 X 4
sebagai berikut.

0 0 a O
[ 0 ‘0 0 al_ A B]
lra JLra 0 0 cC D
0 7 —-ra 0

3. Memblok matriks FLDcirc, P menjadi matriks blok 2 x 2 sesuai Persamaan (4) berorde 5 x 5
sebagai berikut.

P, = (7)

[0 0 a 0 0]
[0 o 0 a O]
Po=lo o o o a|=[é g ®)
lra —ala 0 0 OJ
0 r —ra 0 O

4. Memblok matriks FLDcirc, P menjadi matriks blok 2 x 2 sesuai Persamaan (4) berorde n X n
sebagai berikut.

0 0 a 0 0 0 00 0 O
0 0 0 a O 0 00 0 O
0 0 0 0 a 0 00 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 o 0 - 0 0 O0O0TUDO
B, =|: : : L A T T =[é g 9)
0 0 0 0O 0 - 00 a 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 a O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 a
ra -rq 0 0 0 0 0 0 0 O
L0 rd —-ra 0 O 0 0 0 0 O

Berikut proses dalam menentukan bentuk umum invers submatriks yang invertible pada
Persamaan (6) sampai Persamaan (9) dengan menggunakan komplemen schur. Invers submatriks
yang invertible dari matriks FLDcirc, bentuk khusus berorde 3 x 3 sampai n X nyang disajikan
sebagai berikut.
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1. Invers submatriks yang invertible dari matriks FLDcirc, bentuk khusus berorde 3 x 3, yaitu
Diberikan submatriks B dan C pada Persamaan (6) sebagai berikut.
B = [a]
ra -—ra
¢= [0 ra ]
Invers matriks tersebut adalah

-1 _ l
B =] (10)
1 1
C—l — ra ra (11)
o L

ra
2. Invers submatriks yang invertible dari matriks FLDcirc, bentuk khusus berorde 4 x 4, yaitu
Diberikan submatriks B dan C pada Persamaan (7) sebagai berikut.
B = [a 0
0 a

ra —-ra
C=1o

ra
Invers matriks tersebut adalah

1o

B_l = 8 1 (12)
s ai

c1l= T(;l Z (13)

ra

3. Invers submatriks yang invertible dari matriks FLDcirc, bentuk khusus berorde 5 x 5, yaitu
Diberikan submatriks B dan C pada Persamaan (8) sebagai berikut.

a 0 O

0 a O

0 0 a

ra -—ra

¢= [0 ra ]

Invers matriks tersebut adalah
Lo o]l

ol (14)
1

B =

a

B*=1l0
N

0 0 2l

e (15)

4. Invers submatriks yang invertible dari matriks FLDcirc, bentuk khusus berorde n x n, yaitu
Diberikan submatriks B dan C pada Persamaan (9) sebagai berikut.

a 0 0 - 0 0 O O O
0 a O 0 00 0 O
0 0 a 0 000 O
0 0 O 0 00 0 O
B=|0 0 O 0 0 0 0 O
0 0 O 0 0a 0O
0 0 O 0 00 a 0
_1Qa O—r 0 0
¢= [0 ra ]

Invers matriks tersebut adalah
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[~ 0 0 0000 O
0 - 0 00000
00 - 0000 O
000 00000
B*=|0 0 0 00000 cl=
00 0 00 =00
00 0 000 -0
000 000 0 -
1 1
ra ra

Teorema 2. Diberikan matriks sebagai berikut.

@ 0 0 - 00 0 0 O

0 a 0 0000 0

0 0 a 0000 0

00 0 0000 0 _
B=lo 0 o 00000danC‘1=[r(§l m]

s sy ey e ra

000 - 00a0 0

000 000 a 0

0 00 - 000 0 o

Dimana B dan C merupakan suatu submatriks yang invertible dari matriks FLDcirc, bentuk khusus
dengan a,r € R, maka invers matriks B dan C adalah:

%00 0000 O
oio 0000 O
00% 0000 0
0 0 0 0000 O 11
Bt=|o 0 o 000 0 0|ldanct=| "¢
::E SZ::E Oa
0 0 0 00%00
0 0 0 000%0
00 0 000 0 -
Bukti.

Berdasarkan Definisi 3 dan sifat-sifat invers matriks, maka pembuktian Teorema 2 cukup dengan
menunjukkan bahwa terdapat matriks identitas I sedemikian sehingga BB~1 = I.

339



Seminar Nasional Teknologi Informasi, Komunikasi dan Industri (SNTIKI) 11 ISSN (Printed) : 2579-7271
Fakultas Sains dan Teknologi, UIN Sultan Syarif Kasim Riau ISSN (Online ) : 2579-5406
Pekanbaru,12 November 2019

1
- 0 0 0 0 0 0 O
a
0 ! 0 0O 0 0 0 O
a 0 0 0 0 0 0 O a
0 a O 0 0 0 0 O 1
0 0 a o000 o] (007 00000
0 0 O 0 0 0 0 O] (0 0 O 0O 0 0 0 O
BB™'=[0 0 0 0O 0 0 0 0] 0 0 O 0O 0 0 0 O
000 -~ 00ao 0 1
000 000 aofl (@00 00 200
1
0 0 O 0000a"000 00 0 = o
a
1
0 0 O 0O 0 0 0 —
a-n
Hasil perkalian matriksnya adalah
1 0 O 0 0 0 0 O
0 1 0 0 0 0 0 O
0 0 1 0O 0 0 0 O
0 0 O 0 0 0 0 O
BB™'=[0 0 o0 0 0 0 0 o] =1
0 0 O 0 01 0O
0 0 O 0 0 01 O
0 0 O 0O 0 o 0 14,
Dan
cct=1.
1 1
.1 _[ra -rayjlra ra|_[1 07_
cc _[0 ra] 1‘[0 1_1
ra
Berdasarkan pembuktian diatas, terdapat matriks identitas I sedemikian sehingga BB~ = I dan
CC™1 =]. Sehingga, Teorema 2 terbukti. n

Berikut proses dalam menentukan bentuk umum matriks blok 2 x 2 dalam aplikasi matriks
invers FLDcirc, bentuk khusus pada Persamaan (4) dengan menggunakan komplemen schur.
Setelah mendapatkan invers submatriks yang invertible dari matriks FLDcirc, bentuk khusus
berorde 3 x 3 sampai n X n menggunakan Teorema 2 yang disajikan sebagai berikut.

1. Menentukan invers matriks blok 2 x 2 dalam aplikasi matriks invers FLDcirc, bentuk khusus
untuk matriks berorde 3 x 3 yaitu
A=[0 0]

p=["
—ra
Berdasarkan Teorema 2 maka diperoleh invers submatriks yang invertible yaitu

i
a
1 1
-1 _|ra ra
"= 1
0 J—
ra
Berdasarkan Teorema 1 maka diperoleh
(P! = [ —(C-DB™1A)"1pB1 (C—DB™ A1 ]
3 T [B'+ B 'A(C-DB~'A)"'DB~! —B~'A(C- DB 'A)!
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Submatriks A merupakan matriks nol maka diperoleh (C — DB~'A)~! = C~1, sehingga rumus di
atas dapat juga ditulis sebagai berikut.

1 1 -1
(P3)1_[ CDB™ ¢ ]

0
Subsitusikan nllal D,B ' dan €' kedalam —C~'DB?!
1 1 1
- = 1 il
—pr-ipp-1_ _| |ra ral|[ 0 7|2 a
C-'DB! = ! [_ [ ] a
0 - —_
ra a
Sehingga
11 1
a ra Tal
(P =12 - (16)

=|
i o ol

2. Menentukan invers matriks blok 2 x 2 dalam matriks invers FLDcirc, bentuk khusus untuk
matriks berorde 4 X 4, yaitu

:[0

b= [—ra 0
Berdasarkan Teorema 2 maka diperoleh invers submatriks yang invertible yaitu
[1
- 0
-1 _
Bo=1"
0 —
L a
1 1
-1 _|ra ra
= 1
0 i
ra
Berdasarkan Teorema 1 maka diperoleh
)t _[ —(C —DB'A)"'DB™! (C —DB~14)1 ]
3 B~1+ B~'A(C —DB~'A)"'DB~! —B~'A(C - DB 'A)™!

Submatriks A merupakan matriks nol maka diperoleh (C — DB~'4)~! = C~!, sehingga rumus

diatas dapat juga ditulis sebagai berikut.
1 c~ 1DB -1oct
e =7, o]

Subsitusikan n|Ia| D,B~'dan C~! kedalam —C~'DB~?

1 1 0 1 0
_r-1 -1 _ _ ra ra _la
C~DB! = olmo]ll_lo
ra a a
Sehingga
ER N
a ra ral
(P4_)1—Ia O O il (17)
|1 0 0 OI
1
[0 =0 of

3. Menentukan invers matriks blok 2 x 2 dalam matriks invers FLDcirc, bentuk khusus untuk
matriks berorde 5 x 5, yaitu

0 0
0 0

0 0

A=
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0 0 O

Dz[ra 0 0
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Berdasarkan Teorema 2 maka diperoleh invers submatriks yang invertible yaitu

1
=0
-1 _
B =1" 4
O —
L a
11
-1 _|ra ra
= 1
0 N
i ra

ra
| . 1
\ ra
(P4)_1 =

L 0 0

a

L oo

a
=12 0 0

a

0 2 0

a
0 0 &
- a

o o o o 3|»

0

o Qlrmr o

0 0
—-ra 0 O

o

Q| O
——

o Qlr o

(18)

Dengan menggunakan cara yang sama sehingga diperoleh invers matriks blok 2 x 2 dalam
aplikasi matriks FLDcirc, untuk B, yaitu

[a”! 0 0

al 0 0

al 0 0

0 at* 0

()1 = 0 0 at

n - : :
0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0

S OO O

o

0

S OO O

a

S oo O O

OO .-

-1

0

a

S oo O O

OO O .-

-1

0

a

0
0
0
0
0

| © O O O -

1

(ra)™*

0

oS O O

0

(ra)™4
(ra)~*

0
0
0

o

Berdasarkan dugaan tersebut, maka bentuk umum invers submatriks FLDcirc, orde n X n
disajikan pada Teorema 3 berikut.

Teorema 3 Diberikan B, suatu matriks FLDcirc, bentuk khusus berorde n > 3 pada Persamaan (4)
dengan a,r € R maka invers matriks P, adalah:
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a0 0 0 0 0 0 0 (ra)™t (o)™
al o0 0 0 O 0 0 0 0 (ra)—t
al 0 0 0 O 0 0 0 0 0
0 at 0 00 0 0 0 0 0
() 0 0 alt 00 0 0 0 0 0
n = : : E : : : : :
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 0O 0 O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 O al 0 0 0 0
0 0 0O 0 O 0 at' 0 0 0
0 0 0 0 O 0 0 a? 0 0
Bukti:

Berdasarkan Definisi 4, maka pembuktian Teorema 3 cukup dengan menunjukan bahwa terdapat I
sedemikian sehingga PPt =I.

0 0 a 00 00 0 0 0yfat O 0 00 0 0 0 (o)™ (ra™
0 o0 0 a O 00 00O Jat 0o o0 00 0 0 o0 0 (ra)™t
0 0 0 0 a 0000 O lg 0 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 00O 00 00O0O 0 a' 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 00 00000 Jo o0 a'* 00 0 0 o0 0 0
PPt = P A R N R T S : :
0 0 0 00 00 a 0O Jo 0o 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 00 0 00 ao0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
0 0 0 00O 000O0a o o o0 00 al 0 o0 0 0
ra —ra 0 0 0 00 0 00O 0 0 0 0 0 0 at o0 0 0
L0 ra —ra 0 O - 0 0 0 0 0,1l 0 0O 0 0 0 0 at 0 0o 1,
Hasil perkalian matriksnya adalah
1 0 0 0 0 - 0 0 0 0 O
01 0 0O 0 0 0 0 O
0 01 0O 0 0 0 0O
0 0 0 1 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 1 0 0 0 0 O
PP~t=|: + i i A
0 0 0 0O 1 0 0 0 O
0 0 0 0 O 01 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 1 0 O
0 0 0 0O 0 0 0 1 0
0 0 0 0 O 0o 0 0 o0 14,

Berdasarkan pembuktian diatas, terdapat matriks identitas | sedemikian sehingga PP~1=1.
Sehingga Teorema 3 terbukti.
|
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