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ABSTRAK 
 

Tugas akhir ini membahas persoalan kendali dengan persamaan linier kuadratik waktu berhingga 

untuk sistem deskriptor berindeks satu dengan penambahan factor discount danoutput feedback,untuk kasus 

matriks dan skalar. Sistem kendali yang digunakan adalah lingkar tertutup. Berdasarkan persamaan 

diferensial dinamik dan fungsi tujuan yang diberikan factor discount dan persamaan output feedback maka 

dibentuk persamaan Hamiltonian. Selanjutnya dibentuk fungsi kendali yang bersesuaian dalam kasus matriks 

dan skalar. Kemudian untuk  mendapatkan kestabilan model maka fungsi kendali yang didapat  

disubstitusikan kepersamaan dinamik yang sudah diberikan factor discount dan output feedback. Sehingga 

diperoleh kestabilan untuk kasus matriks dan scalar yaitu solusi persamaan diferensial dinamik akan 

memenuhi definisi kestabilan jika untuk waktu awal ( ) menuju waktu akhir (  maka solusinya menuju 

nol. 

Katakunci: Deskriptor, Discount, Feedback,Output 

 

 

ABSTRACT 
 

This thesis discusses about issue of control linear quadratic equation with finite time to descriptor 

system indexed one with addition discount factor and output feedback, for the case matrix and scalar. 

Control system that used is a closed circumference. Based on dynamic differential equations and objective 

function given discount factor and the outputfeedback equation, then formed Hamiltonian equation. 

Furthermore formed corresponding control function in case of matrix and scalar.Then, to obtain the model 

of stability, the control function is obtained, substituted into dynamic equation that have been given discount 

factor and output feedback, in order to obtain stability to matrix and scalar case. Solution of differential 

equations dynamics would fulfill definition of stability if for initial time  towards the end of time , 

then the solution is towards zero. 

Keywords: Descriptors, Discount, Feedback, Output 

Pendahuluan 
 

Teori kendali merupakan metode yang mudah diimplementasikan dalam masalah teknis. 

Salah satu bentuk persoalan teori kendali yang sering digunakan adalah bentuk linier kuadratik. 

Padapersoalan linear kuadratik masalah dasarnya adalah menentukan fungsi kendali dengan 

persamaan dinamiknya berbentuk linier dan fungsi tujuan berbentuk kuadratik. 

Beberapa penelitian terdahulu telah membahas masalah menentukan fungsi kendali pada 

persoalan Linier kuadratik, di antaranya adalah Muhammad Wakhid Musthofa (2014) yang 

membahas mengenai persamaan diferensial dinamik deskriptor untuk satu kendali. Persamaan 

dinamik deskriptor dirubah kebentuk persamaan dinamik umum dan fungsi tujuan dirubah 

kebentuk kuadratik yang umum. Setelah itu berdasarkan fungsi dinamik dan fungsi tujuan yang 

dirubah, dibentuk fungsi Hamilton menggunakan aturan linear kuadratik umum, kemudian 

dibentuk persamaan state, kostate dan stationer. Selanjutnya dibentuk persamaan diferensial Riccati 
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yang bersesuaian dengan persoalan penelitiannya. Kemudian solusi dari persamaan diferensial 

Riccati tersebut dapat dibentuk fungsi kendali yang diinginkan. Tetapi Muhammad Wakhid 

Musthofa tidak menambahkan persamaanoutput feedback dan factor discount pada persamaan dinamik dan 

fungsi tujuannya. 

Penelitian lain dilakukanoleh F. Amato, M. Ariola, dan C. Cosentino (2005) yang membahas 

mengenai kontrol linier waktu berhingga yang ditambah disturbance yang menggunakan persamaan output 

berbentuk linear. Tetapi Amato dkk dalam penelitiannya tidak menambahkan deskriptor dan tidak 

menambahkanfactor discount serta output feedback pada persamaan dinamiknya. Kemudian penelitiannya 

tidak melakukan analisa kestabilan pada persamaan dinamiknya. 

 

Bahan dan MetodePenelitian 

1. Kestabilan 

Definisi 1[7] Diberikan persamaan diferensial orde satu yaitu dengan nilai 

awal sebuah vektor  yang memenuhi disebut titik ekuilibrium.  

Definisi 2 [7] (Olsder, 1994) Titik ekuilibrium  dikatakan stabil jika  

sehingga maka untuk semua . Titik ekuilibrium dikatakan 

stabil asimtotik jika  merupakan titik stabil dan  sehingga  

memenuhi  Titik ekuilibrium    dikatakan tidak stabil jika tidak memenuhi kriteria 

kestabilan. 

 

2. Kendali Optimal Waktu Berhingga dengan Sistem Deskriptor 

Didefinisikan Persamaan dinamik dengan deskriptor sebagai berikut: 

               (1) 

Dengan , adalah fungsi kendali yang diberikan 

pada Persamaan (3). Fungsi tujuan yaitu: 

              (2) 

Persamaan (1) dapat dirubah kebentuk umum menjadi persamaan kendali lingkar tertutup 

linier kuadratik dengan menggunakan teorema berikut: 

Teorema 1 [3] Jika Persamaan deskriptor (1) berbentuk umum maka terdapat dua matrik 

nonsingular  dan  sedemikian sehingga  dan  dengan  

adalah matriks dalam bentuk Jordan yang elemen-elemennya nilai eigen dari , dan adalah 

matriks identitas dan N adalah matriks nilpoten juga dalam bentuk Jordan.  

 

3. Bentuk Discounted 

Diketahui dari Persamaan (1) diberikan factor discount pada fungsi dinamik dengan satu 

kendali adalah sebagai berikut : 

                           (3) 

didefinisikan  dan maka dari  diperoleh : 

               (4) 

Sehinggadiperoleh fungsidinamikdenganfactor discountsebagaiberikut: 

     

                (5) 
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                 (6) 

danfungsi tujuan setelah pemberian factor discountdiperoleh sebagai berikut  

              (7) 

 

4. Linier 

Kuadratik dengan Output Feedback 

Diberikan persamaan diferensial untuk sistem dinamik dan persamaanoutput feedbacknya adalah 

sebagai berikut [4] : 

                 (8) 

                 (9) 

Dimanadiketahuix , , C , BA, adalah fungsi kendali, dan , maka di 

ketahui fungsi kendali memenuhi persamaan sebagai berikut : 

               (10) 

               (11) 

           () 

Denganfungsitujuannyaadalah sebagai berikut : 

                          (12) 

Dimanadiketahui K adalahsebuahmatriksberukuran pm . 

Selanjutnya dari Persamaan (11) sehingga Persamaan (8) dapat dirubah menjadi persamaan sebagai 

berikut : 

              (13) 

danfungsi tujuan sebagai berikut: 

                                               (14) 

Diasumsikan 0J , sehinggadiperolehpersamaansebagaiberikut : 

            (15) 

Sehingga, 

=  

=  

            (16)

  

DibentukpersamaanHamilton sebagai berikut : 

              (17) 

 

Hasil dan Pembahasan 

 

1. Sistem Deskriptor dengan Factor Discount dan Output Feedback 

Diketahui dari Persamaan (1) diberikan factor discount sehingga menjadi:  

             (18) 

Berdasarkan Teorema 1 [3], sehinggadiperolehpersamaandinamiksebagaiberikut: 

         (19) 

Dengandiperolehfungsikendaliyaitu: 

         (20) 

Makadidapatsistem dinamik untuk sistem deskriptor dengan factor discount dan output feedback 

sebagai berikut: 
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         (21) 

Kemudian fungsi tujuan diberikan factor discount yaitu: 

         (22) 

Diasumsikan bahwa , sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut : 

         (23) 

         (24) 

 

Dibentuk persamaan Hamilton sebagai berikut : 

 (25) 

C) (26) 

           (27) 

           (28) 

 

              (29) 

Sehingga diperoleh fungsi kendali yang barusebagaiberikut: 

          (30) 

Selanjutnya untuk mendapatkan kestabilan model maka dari Persamaan (30) disubstitusikan 

ke Persamaan (19) sehingga diperoleh hasilnya sebagai berikut : 

          (31) 

Solusi Persamaan (31) akan memenuhi definisi kestabilan jika untuk  maka solusi 

Persamaan   (31) menuju nol.  

 

Contoh: 

Diberikan fungsi dinamik descriptor dalam bentuk skalar sebagai berikut: 

 
Dengan fungsi tujuan untuk waktu berhingga adalah sebagai berikut : 

 
Diberikan , dan diberikan factor discount sebesar 

 dan output feedback  dengan . Tentukan vector kendali dari persamaan dinamik 

tersebut dan analisa kestabilannya. 

 

Penyelesaian: 

Dengan mensubstitusikan, dan  ke persamaan dinamik makadiperoleh: 

 
Distubstitusikan  ke fungsi tujuan, maka diperoleh: 
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Kemudian persamaan dinamik  diberikan factor discount, sehingga menjadi: 

 
Didefinisikan  dan   maka dari  diperoleh 

 
Kemudian substitusikan persamaan  kepersamaan 

, diperoleh 

 

 

Diberikan  sehingga persamaan dinamik  menjadi: 

 

 

Persamaan  disebut persamaan dinamik dengan factor discount. Selanjutnya persamaan 

dinamik dengan factor discount yang sudah didapat diberikan output feedback, diketahui  dengan 

. 

Didefinisikan , maka 

 
dan 

 
Kemudian disubstitusikan persamaan  ke persamaan , maka diperoleh: 

 

Kemudian persamaan  disubstitusikan kepersamaan , sehingga menjadi: 

 

 

 

Persamaan  merupakan persamaan dinamik dengan penambahan factor discount 

dan output feedback. Selanjutnya persamaan  dapat dinotasikan sebagai , sehingga menjadi: 

 
Selanjutnya untuk memperoleh fungsi tujuan terlebih dahulu di cari  sebagai berikut: 

 

 
Karena dalam bentuk skalar, maka menjadi: 

 
Selanjutnya fungsi tujuan diberikan factor discount sebagai berikut: 

 
Didefinisikan  dan   maka diperoleh ,   dan 

. Sehingga didapat fungsi tujuan dengan penambahan factor discount sebagai berikut: 

 
Kemudian disubstitusikan  persamaan  dan persamaan 

 ke fungsi tujuan , sebagai berikut: 
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Selanjutnya diasumsikan  sehingga diperoleh persamaan 

 
dan dapat dijabarkan menjadi: 

 

 

 

 

 
 

Substitusikan , maka diperoleh: 

 

 

 
Kemudian dibentuk persamaan Hamilton: 

 

 
Didiferensialkan  terhadap , diperoleh: 

 
Didiferensialkan  terhadap , diperoleh: 

 
Didiferensialkan  terhadap , diperoleh: 

 

Kemudian dari persamaan   maka diperoleh: 

 

 
Selanjutnya untuk mendapatkan nilai , maka terlebih dahulu di cari nilai , dari persamaan 

berikut: 

 

 

 

Kemudian disubstitusikan ke , maka diperoleh: 

 

 

Sehingga diperoleh ,dengan mensubstitusikan  ke persamaan  yaitu: 
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Dari  diperoleh vektor kendali untuk persamaan dinamik  sebagai berikut: 

 

 

Kemudian disubstitusikan  ke persamaan dinamik  yaitu: 

 

 
Selanjutnya akan dicari solusi kestabilan untuk persaman dinamik 

, yaitu sebagai berikut: 

 

 

Berdasarkan penyelesaian dari persamaan , saat  maka , sehingga dapat 

disimpulkan bahwa vector kendali  dapat menstabilkan persamaan dinamik. 

 

 

Kesimpulan 

 

Berdasarkan pembahasan yang dilakukan maka dapat diperoleh kesimpulan berikut : 

1. Fungsi kendali matriks diperoleh: 

 
2. Persamaan diferensial dinamik diperoleh: 

 
3. Selanjutnya 

dilakukan analisa kestabilan dari persamaan diferensial dinamik dan diperoleh bahwa 

Persamaan (31) akan memenuhi definisi kestabilan jika untuk  maka  soulusi 

Persamaan (31) menuju nol.  
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