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Abstrak 
  

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan determinan matriks Hankel bentuk khusus ordo 

 berpangkat bilangan bulat positif menggunakan ekspansi kofaktor. Sebelum 

menentukan determinan, maka terlebih dahulu ditentukan bentuk umum matriks Hankel 

berpangkat bilangan bulat positif dengan memperhatikan bentuk pola  sampai  yang 

dinotasikan dengan  dan membuktikannya dengan induksi matematika. Selanjutnya 

ditentukan determinan matriks  dengan memperhatikan bentuk pola determinan dari 

 sampai yang dinotasikan dengan  dan membuktikannya dengan pembuktian 

langsung. Berdasarkan hasil penelitian diperoleh bentuk umum matriks dan determinan 

dari matriks Hankel bentuk khusus berpangkat bilangan bulat positif. 

 

Kata kunci: Determinan, Matriks, Matriks Hankel, Perpangkatan matriks 

 

 

Abstract 
 

This research aims to determine the determinant Hankel matrix of a special form of the order of 3×3 

with positive integer using the cofactor expansion. Before determining the determinant, we first 

determine the general form of the Hankel matrix with positive integers concerning the shape of the 

patterns  to  which is denoted by  and prove it by mathematical induction. The second is 

to determine the determinant of the  matrix is determined by observing the shape of the 

determinant pattern from  to  denoted by  and prove it with direct proof. Based on the 

results of this research obtained a general form of the matrix and determinant of the Hankel matrix of 

special shapes with positive integer rank. 
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Menurut [6] matriks Hankel ke-  dari urutan )( naa   dengan 0n  adalah matriks 

)1()1(  nn  yang entri  adalah jia  . Bentuk umum dari matriks Hankel adalah 

sebagai berikut: 
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Pada penelitiannya [6] disajikan evaluasi determinan matriks Hankel dari faktorial 

umum. Metode yang digunakan yaitu eksponensial Array Riordan, polinomial Eulerian 

dan polinomial Eksponensial. 

Selanjutnya pada tahun 2018, telah ditulis kembali mengenai matriks Hankel yang 

membahas mengenai determinan dan invers dari matriks Hankel bentuk umum yang 

telah diblok menggunakan metode komplemen Schur. Setelah matriks tersebut diblok 

akan membentuk matriks Hankel ganjil 
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rumus umum menentukan determinan dan invers matriks Hankel ukuran ganjil sebagai 

berikut: 

)det()det()det( 1BABDAH T   





















11111

11111111

1

)()(

)())((

BABDABBABD

BABDBAABBABDBAA
H

TTT

TTT

 

dan ukuran genap sebagai berikut: 
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Kedua rumus ini dapat digunakan dengan syarat  non-singular. Rumus umum dari 

determinan dan invers matriks Hankel dapat digunakan untuk ukuran matriks yang lebih 

besar atau sama dengan tiga, dengan syarat salah satu submatriks dari matriks Hankel 

dan komplemen Schur-nya adalah non-singular [3]. 

Matriks Hankel pada penelitian sebelumnya itu menentukan bentuk umum 

determinan dan bentuk umum invers dari Persamaan (1), pada tulisan ini penulis akan 

membahas bentuk umum perpangkatan matriks Hankel sekaligus menentukan bentuk 

umum determinan matriks Hankel berpangkat bilangan bulat positif pada Persamaan (1). 

Menyelesaikan determinan dari suatu matriks Hankel tidaklah begitu sulit, namun 

apabila matriks tersebut matriks berpangkat maka untuk menghitung determinannya 

harus dipangkatkan terlebih dahulu sebanyak n kali sehingga untuk menghitung 

determinan matriks dan bentuk umum berpangkat nya cukup rumit. Sehingga penulis 

tertarik melakukan penelitian tentang matriks Hankel bentuk khusus ordo 33 , dengan 

aaaaa  31221311  dan 03332232112  aaaaa  atau dapat ditulis sebagai 

berikut: 
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2.   Metode Penelitian  

 Matriks dilambangkan dengan huruf kapital, sedangkan entri (elemen) 

dilambangkan dengan huruf non kapital. Dalam matriks dikenal ukuran matriks yang 

disebut ordo, yaitu banyak baris × banyak kolom (tanda × bukan menyatakan perkalian, 

tetapi hanya sebagai tanda pemisah). Secara umum sebuah matriks  berordo  dapat 

ditulis sebagai berikut: 
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dengan mi ,,2,1   dan nj ,,2,1  . Indeks pertama ( ) menyatakan baris ke-  dan 

indeks kedua ( ) menyatakan kolom ke- . 

 Dua matriks dikatakan sama jika ordonya sama dan entri yang seletak bernilai 

sama, sehingga jika matriks  dan  sama maka dapat menulis BA  . Sebagai contoh, 

jika matriks  seperti bentuk umum di atas dan  ijbB   dengan mi ,,2,1   dan 

nj ,,2,1  , dan BA  , maka berlaku  untuk setiap  dan . 

 

Definisi 1 [2] Jika A adalah suatu matriks persegi maka didefinisikan pangkat-pangkat 

bilangan bulat tak-negatif dari matriks A adalah: 

IA 0

 


nfaktor

n AAAA 
 

Jika A dapat dibalik, maka pangkat bilangan bulat negatif dari A adalah: 

 
nfaktor

n AAAA 111  
 

Teorema 1 [2] Jika A adalah matriks persegi dan  r serta s adalah bilangan bulat, maka 
srsr AAA 
 

rssr AA )(
 

Teorema 2 [2]  Jika  adalah matriks yang dapat dibalik, maka: 

1. 1A  dapat dibalik dan AA  11)(  

2.  dapat dibalik dan nn AA )()( 11   , untuk  

3. Untuk setiap skalar  yang tak sama dengan nol, maka  dapat dibalik dan 

11 1
)(   A

k
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Definisi 2 [6] matriks Hankel ke-  dari urutan )( naa   dengan 0n  adalah matriks 

)1()1(  nn  yang entri  adalah jia  .  

Matriks Hankel adalah matriks yang semua elemen di sepanjang diagonal  konstan, 

artinya setiap kemiringan diagonal dari kiri ke kanan adalah konstan. Secara umum, 

bentuk matriks Hankel sebagai berikut: 
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 Dari segi komponen, jika entri ( ) elemen dari  dilambangkan dengan , dan 

dengan asumsi , maka: , untuk semua . Matriks Hankel 

adalah matriks simetris. 

Misalkan  adalah suatu matriks persegi. Fungsi determinan dinotasikan dengan 

 sebagai jumlah dari semua hasil kali elementer bertanda dari . Angka  

disebut determinan dari  [1].  

 

Definisi 3 [2] Jika  adalah matriks persegi, maka minor dari entri  dinotasikan oleh  

dan didefinisikan menjadi determinan dari sub-matriks yang tetap setelah baris ke  dan 

kolom ke  dihapus dari . Bilangan  dinotasikan oleh  dan disebut kofaktor 

dari entri . 

 

Definisi 4 [2] Jika  adalah matriks berukuran , maka bilangan yang dihasilkan dari 

perkalian entri-entri di setiap baris atau kolom  oleh kofaktor yang bersesuaian lalu 

menjumlahkan hasil perkalian tersebut dikatakan determinan . Jumlah-jumlah dari 

keseluruhannya disebut ekspansi kofaktor dari  yang dituliskan sebagai berikut: 

ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke : 

  

ekspansi kofaktor sepanjang baris ke : 

  
 

Definisi 5 [5] Misalkan  adalah proposisi perihal bilangan bulat positif dan akan 

dibuktikan bahwa  benar untuk semua bilangan bulat positif . Untuk membuktikan 

proposisi ini dengan cara: 

1.  benar 

2. Jika  benar, maka  juga benar untuk setiap  

Sehingga  benar untuk semua bilangan bulat positif . 

 

Langkah 1 dinamakan basis induksi, sedangkan langkah 2 dinamakan langkah 

induksi berisi asumsi (andaian) yang menyatakan bahwa  benar. Asumsi tersebut 

dinamakan hipotesis induksi. Bila sudah ditunjukkan kedua langkah tersebut benar, 

maka sudah dibuktikan bahwa  benar untuk semua bilangan . 
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3.      Hasil dan Pembahasan 

Bagian ini berisi tentang proses untuk menentukan bentuk umum dari 

perpangkatan matriks Hankel bentuk khusus berpangkat bilangan bulat positif. Langkah 

pertama yaitu menentukan perpangkatan matriks
2
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Selanjutnya bentuk umum 
n

A3  dinyatakan dalam Teorema 1 sebagai berikut: 

Teorema 3. Diberikan 
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Bukti: Pembuktian menggunakan induksi matematika sebagai berikut: 
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Misalkan  
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dibuktikan sebagai berikut: 

1. Untuk  maka  
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Dengan melihat Persamaan (2), maka  benar. 

 

2. Asumsikan ,  benar, yaitu: 
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Maka akan ditunjukkan ,  juga benar, yaitu: 
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Pembuktiannya: 
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Dengan melihat Persamaan (4) maka  benar. 

Langkah (1) dan (2) sudah diperlihatkan benar, maka terbukti 
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Berdasarkan pembuktian di atas, maka Teorema 1 terbukti. 

 

Selanjutnya menentukan determinan matriks Hankel bentuk khusus ordo 3×3 berpangkat 

bilangan bulat positif menggunakan metode ekspansi kofaktor. Determinan matriks 

Hankel bentuk khusus ordo 3×3 berpangkat 2 sampai 10 disajikan dalam Tabel 1 sebagai 

berikut:  

Tabel 1. Determinan Matriks Hankel Bentuk Khusus n
A3

 

No. Matriks Hankel bentuk khusus 
n

A3
 Determinan 

1 
2

3A  
 

2 
3

3A   

3 
4

3A  
 

4 
5

3A  
 

5 
6

3A  
 

6 
7

3A  
 

7 
8

3A  
 

8 
9

3A  
 

9 
10

3A   

 

Setelah mendapatkan determinan matriks Hankel bentuk khusus ordo 3×3 berpangkat 2 

sampai 10 yaitu pada Tabel 1, maka dapat diduga bentuk umum dari determinan matriks 

Hankel bentuk khusus tersebut berdasarkan pola rekursifnya, yaitu . 
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Berdasarkan dugaan tersebut, maka didapat bentuk umum  dari  Persamaan (2) yang 

dinyatakan dalam Teorema 4 sebagai berikut: 

Teorema 4 Diberikan 
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Bukti: Dari Teorema 3 didapat bentuk umum  yang akan digunakan untuk 

membuktikan dugaan bentuk umum determinan menggunakan pembuktian langsung 

dengan ekspansi kofaktor baris pertama sebagai berikut: 
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Dari pembuktian di atas, maka Teorema 4 terbukti. 

 

4.   Kesimpulan 

Pada tulisan ini diperoleh suatu kesimpulan Matriks Hankel bentuk khusus ordo 

 berpangkat bilangan bulat diperoleh pola perpangkatan matriks yang menghasilkan 

teorema pada Persamaan (3), kemudian juga diperoleh bentuk umum determinan matriks 

Hankel dengan menduga pola determinan dari setaip perpangkatan matriks Hankel yang 

menghasilkan bentuk umum determinan pada Persamaan (5).  
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